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[摘要 ] 引进了向量值多分辨分析与多元向量值正交小波的概念. 给出多元向量值正交小波包的定义.提出具有数量矩

阵伸缩的多元向量值正交小波包的构造方法.运用代数学理论、算子理论与积分变换讨论了多元向量值正交小波包的性质.

进而构造向量值函数空间 L2 ( Rd, Cr )的一组新的正交基.
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is presented. The properties for the vector-va lued w ave let packets has been investigated by using a lg ebra theory, oper-
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0 引言

小波包
[ 1]
由于拥有优良的特性而在科学和工程方面获得广泛的应用

[ 2~ 4]
. Co ifm an等

[ 5]
首先引入一元

正交小波包的概念.杨守志等
[ 6]
构造了 a ( 2 a Z ) 尺度多重正交小波包, 它在应用上灵活性更强.

Shen
[ 7]
将一元正交小波包的概念 推广到多元正交小波的情形, 构造了多元不可分正交小波包. 向量值小

波是一种广义多小波. X ia等
[ 8 ]
引入向量值小波的概念, 研究了向量值正交小波的存在性及其构造方法.

Fow ler等
[ 9]
运用向量值双正交小波变换研究了海洋涡流现象.然而, 向量值小波与多小波

[ 10]
是有区别的:

表现在对固定时间内,向量值小波不仅用来在时域上而且在向量的各成分之间去相关;而多小波的构造仅

仅强调信号在时域上不相关.在多小波和信号表示中, 研究向量值小波是必要而有意义的. 鉴于现实世界

中绝大多数信息是多维信息,因此,将小波包的概念推广到多元向量值小波的情形是必要的.本文给出数

量矩阵 a ( 2 a Z )伸缩的多元向量值正交小波包的定义及其构造方法,讨论了这种小波包的性质,得

到向量值函数空间 L
2
( R

d
, C

r
)的一个新的基底.

本文中 C, R, Z分别表示复数集,实数集和整数集.令 Z+ = { n: n Z, n 0},设常数 d, r Z+,而

且 d, r 2. R
d

表示 d维实欧几里得空间, C
r

表示 r维复欧几里得空间. 记 Z
d

= { ( z1, z2 , zd ): z Z,
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= 1, 2, , d }, Z
d

+ = { ( z1, z2 , zd ): z Z+ , = 1, 2, , d }. 对于任意子集 X, Y R
d
, 记 aX = { ax:

x X }, X + Y = { x + y: x X, y Y}, X - Y = {x - y: x X, y Y}.

根据有限群理论, Z
d

+ 中存在 a
d
个元素 0, 1, ad- 1使得 Z

d
=

0

( + aZ
d

), ( 1 + aZ
d

) ( 1 +

aZ
d

) = ,其中 0 = { 0, 1, ad- 1 }表示商群 Z
d

/aZ
d
的所有不同代表元的集合,并且约定 0 = 0(其中

0为 Z
d

+ 的零元素 ), 1, 2为集合 0的任意两个不同元素.记 = 0 - 0,命令 , 0为指标集.

定义向量值函数空间 L
2
( R

d

, C
r

) 为所有的复向量值函数 F ( t)的集合,即

L
2
( R

d

, C
r

) = {F ( t) = ( f1 ( t ), f2 ( t), , fr ( t) )
T
: f ( t) L

2
( R

d

), = 1, 2, , r},这里, T表示向

量或矩阵的转置.

对于 F L
2
( R

d
, C

r
),定义算子 F的范数为 F =

r

= 1
Rd

| f ( t) |
2
dt

1
2

.定义向量值函数 F ( t)的积

分为
Rd
F ( t) dt =

Rd
f1 ( t) dt,

Rd
f 2 ( t) dt, ,

Rd
fr ( t) dt

T

. 定义 F ( t) 的傅立叶变换为 F̂ ( ): =

Rd
F ( t) exp{ - i t, } dt,其中 t, 表示 d维实向量 t与 的内积.

对于 F, G L
2
( R

d
, C

r
), 定义 F ( t)与 G ( t)的内积符号为如下矩阵,

[F, G ] =
Rd
F ( t )G ( t)

*
dt ( 1)

* 表示复共轭的转置.

定义 1 称一个向量值函数列 {Fk ( t) } k Zd U L
2

( R
d
, C

r
)为子空间 U的规范正交集,如果它满

足:

[F k, F n ] = k, n r, k, n Z
d

( 2)

r表示 r r阶单位矩阵. k, n是广义 K ronecker符号,使得 k, n = 1( k = n ); k, n 1, ( k n ).

定义 2 称 F ( t) L
2

( R
d
, C

r
)是正交的向量值函数,如果它的平移 {F ( t- k ) } k Zd 是一个规范正交

集,即

[F ( - k ), F ( - n ) ] = k, n r, k, n Z
d

( 3)

定义 3 称向量值函数列 {F k ( t ) }k Zd U L
2
( R

d
, C

r
)为子空间 U的正交基,如果它满足 ( 2)式,

并且, 对任意 G ( t) U,存在唯一的 r r常数矩阵序列 {Qk }k Zd,使得

G ( t) =
k Zd

QkFk ( t) ( 4)

1 多元向量值多分辨分析

多分辨分析方法是构造小波的重要方法之一, 先引入多元向量值多分辨分析的概念.

定义 4 称 L
2
( R

d
, C

r
)的一个闭子空间序列 { Vj } j Z是一个多元向量值多分辨分析, 如果它满足以下

条件,

( a) V- 1 V0 V1 ;

( b)
j Z

Vj = { 0}; c losL 2( Rn, C s)
j Z

Vj
= L

2
( R

n
, C

s
);

( c) F ( t) Vj F ( at ) Vj+ 1, j Z;

( d) 存在一个向量值函数 h- ( t ) V0,使得 {h- ( t- k ) } k Zd 构成 V0的 一个 R iesz基.由于 h- ( t) V0

V1, 则存在一个有限支撑的 r r常数矩阵序列 {Ak }k Zd,使得:

h- ( t ) =
k Zd

A kh- ( at - k) ( 5)

称方程 ( 5)为加细方程, 并且称 h- ( t)为向量值尺度函数.记 ( ) =
1

a
d

k Zd

Ak e
- i k,

.

则 ( 5)的频域形式为:

h-
^

( ) = ( /a) h-
^

( /a ), R
d

( 6)

设 W j ( j Z)是 Vj在 Vj+ 1中的正交补空间,并且存在 a
d

- 1个向量值函数 ( t) L
2

( R
d
, C

r
),

使得 ( t)的平移和伸缩构成W j ( j Z)的一个 R iesz基, 则
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W j = closL 2( Rd, C r) ( a
j
t - k ): k Z

d
, , j Z. ( 7)

由于 ( t) W0 V1, ,因此, 存在 a
d

- 1个 r r阶有限支撑的常数矩阵序列 {B
( )

k }k Zd使得

( t) =
k Zd

B
( )

k h- ( a t- k ), ( 8)

在 ( 8)式的两边实施 Fou rier变换,并记 B
( )

( ) =
1

a
d

k Zd

B
( )

k e
- i k,

,得:

^ ( ) = B
( )

( /a) h-
^

( /a ), R
d
, ( 9)

称向量值函数 ( t) L
2

( R
d
, C

r
), 是对应于多元向量值正交尺度函数 h- ( t)的多元向量值正

交小波,若 { ( t - k ): k Z
d
, }是 W0的 R iesz基,并且

[ h- ( ), ( - k ) ] = O, k Z
d
, ( 10)

[ ( ) ( - k ) ] = , r, k Z
d
, , ( 11)

记子空间

W
( )

j
= c losL2( Rd, Cr) ( a

j
- k ): k Z

n
, , j Z ( 12)

根据W j的定义以及 ( 10) - ( 12),可得:

定理 1 如果 ( t) L
2
( R

d
, C

r
), 是对应于多元向量值正交尺度函数 h- ( t )的多元向量值正

交小波, 表示正交和,则

L
2
( R

d

, C
r

) = j ZW j = j Z ( W
( )

j ). ( 13)

2 多元向量值小波包的定义与性质

为了构造向量值小波包,记 0 ( t) = h- ( t), ( t) = ( t), P
( 0)

k
= Ak, P

( )

k
= B

( )

k
, ,

k Z
d
,则向量值函数 h- ( t )与 ( t )所满足的加细方程 ( 5), ( 8)合并记为:

( t) =
k Zd

P
( )

k 0 ( at - k ) ( 14)

对于任意的 Z
d

+ 与给定的向量值正交尺度函数 0 ( t) = h- ( t), 令:

( t ) = a + ( t) =
k Zd

P
( )

k ( a t- k ), 0. ( 15)

其中 Z
d

+,是 = a + , 0成立的唯一元.

定义 5 称向量值函数集 { a + ( t), Z
d

+, 0 }为关于多元向量值正交尺度函数 h- ( t )的向量

值小波包.其中 a + ( t)由 ( 15)式给出.

在 ( 15)式的两边实施 Fourier变换,得:

^ a + ( ) = P
( )

( /a) ^ ( /a), R
d
, 0 ( 16)

其中

P
( )

( ) =
1

a
d

k Zd

P
( )

k
e
- i k,

, 0 ( 17)

则有 P
( 0 )

( ) = ( ), P
( )

( ) =
( )

( ), .

下面讨论多元向量值小波包的性质.

引理 1 假设 F ( t ) L
2
( R

d
, C

r
),则 F ( t)是向量值正交函数的充要条件为

k Zd

F̂ ( + 2k )F̂ ( + 2k )
*

= r ( 18)

证明 若 F ( t)是向量值正交函数,根据 ( 3)式,得:

0, k r = F ( ), F ( - k ) =
1

( 2 )
d

Rd
F̂ ( ) F̂ ( )

*
exp{ i k, } d =

1

( 2 )
d

[ 0, 2 ] d
n Zd

F̂ ( + 2n )F̂ ( + 2n )
*

e
i k,

d

这蕴涵着 ( 18) 成立. 反之,命题也成立.

引理 2 若 , 0,而且, ( t) L
2

( R
d
, C

r
)是对应于多元向量值正交尺度函数 h- ( t)的向量值
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正交小波函数,则有

u 0

P
( )

[ a
-1

( + 2u ) ]P
( )

[ a
- 1

( + 2u ) ]
*

= , r. ( 19)

证明 由 ( 10), ( 11) 知, { ( t - k ), k Z
d

, 0 }是规范正交集.由定义 2与引理 1:

, r =
k Zd

^ ( + 2k ) ^ ( + 2k )
*

=

k Zd

P
( )

[ a
- 1

( + 2k ) ] 7̂ 0 [ a
- 1

( X + 2kP) ] 7̂ 0 [ a
- 1

( X + 2kP ) ]
*
P

( L )
[ a

- 1
( X + 2kP ) ]

*
=

E
uI # 0

P
( Q) X + 2uP

a
E

nI Zd

7̂ 0
X + 2uP

a
+ 2nP 7̂ 0

X + 2RP

a
+ 2nP

*

P
( L ) X + 2uP

a

*

=

E
uI #

0

P
( Q)

[ a
- 1

( X + 2uP ) ] P
( L )

[ a
- 1

( X + 2u P) ]
*

.

定理 2 若 { 7 A( t) } AI Zd
+
是关于多元向量值正交尺度函数 h- ( t)的向量值小波包,则

[ 7 A(# ), 7 A(# - n) ] = D0, n ) r,  n I Z
d
,  A I Z

d

+. ( 20)

证明 (归纳法 )  当 A = 0时, 7 0 ( t ) = h- ( t ), 由 ( 3)知, ( 20)成立.假设对任意的 A = ( A1, A2, , , Ad )

I Z
d

+ ,而且 | A | = E

d

M= 1

A M < G, ( G I Z+ - { 0} ) }时, 命题成立.下面说明对于 A I Z
d

+ , | A | = G时,命题

也成立.令 A = aR + Q, 其中 R I Z
d

+, QI # 0, 由于 a \ 2, 所以 | R | < | A |, 运用归纳假设, 得: E
kI Zd

7̂ R

( X + 2RP ) 7̂ R( X + 2RP )
*

= )r

于是,由引理 1,引理 2与 ( 16)式,得:

E
kI Zd

7 A ( X + 2kP) 7 A( X + 2kP )
*

=

    E
kI Zd

P
( Q) X + 2kP

a
7 R

X + 2kP
a

7 R
X + 2kP

a

*

P
( Q) X + 2kP

a

*

=

E
uI #

0

P
( Q) X + 2uP

a
E

kI Zd

7 R
X + 2uP

a
+ 2kP 7 R

X + 2uP

a
+ 2kP

*

P
( Q) X + 2uP

a

*

=

E
uI Zn

P
( L )

( a
- 1

( X + 2uP) )P
( L)

( a
- 1

( X + 2uP ) )
*

= )r.

所以,等式 [ 7 A(# ), 7 A(# - n) ] = D0, n ) r, n I Z
d
, A I Z

d

+ 是成立的.

定理 3 若 { 7 A( t), A I Z
d

+ } 是关于多元向量值正交尺度函数 7 0 ( t) 的向量值小波包,则对任意的

n I Z
d
, L, MI # 0, 有 [ 7 aR+ L (# ), 7 aR+M (# - n ) ] = DL, MD0, n ) r.

证明  由于 R
d

= H RI Zd ( [ 0, 2aP ]
d

+ 2akP ),记 N = X /a.且,当 k X m, k, m I Z
d
时, ( [ 0, 2aP ]

d
+

2akP) H ( [ 0, 2aP ]
d

+ 2am P ) = Á. 运用 ( 16)式和引理 1,得:

[ 7 a R+ L (# ), 7 aR+ M(# - n) ] =
1

( 2P )
d

QRd
7̂ aR+ L ( X) 7̂ aR+M ( X )

*
# exp{ i3n, X4 } dX =

    
1

( 2P )
d

QRd
P

( L ) X

a
7̂ R

X

a
7̂ R

X

a

*

P
( M) X

a

*

# exp{ i3n, X4 } dX =

1

( 2P )
d E

kI Zd
Q[ 0, 2aP ]d+ 2akP

P
( L )

( N) 7̂ R( N) 7̂ R( N)
*
P

( M)

( N)
*

# e
i3 n, X4

dX =

1

( 2P )
d

Q[ 0, 2aP ] d
P

( L )
( N) E

kI Zd

7̂ R( N+ 2kP ) 7̂ R( N+ 2kP )
*

P
( M)

( N)
*

# e
i3n, X4

dX =

1

( 2P )
d

Q[ 0, 2P ] d E
u I Zd

P
( L )

( a
- 1

( X + 2u P) )P
( M)

( a
- 1

( X + 2u P) )
*

# e
i3 n, X4

dX =

1

( 2P )
d

Q[ 0, 2P ] d
DL, M) r # exp{ i3n, X4 } dX = DL, MD0, k ) r

为了讨论向量值函数空间 L
2
( R

d
, C

r
)的正交分解关系,引入伸缩算子 DF ( t ) = F ( at ),其中 F ( t ) I

L
2
( R

d
, C

r
).并记 D 8 = {DF ( t): F ( t) I 8 },其中子集 8 < L

2
( R

d
, C

r
).对于任意的 R I Z

d

+ ,定义

8 R = F ( t ): F ( t) = E
kI Zd

M k 7 R ( t - k), {M k } I l
2
( Z

d
, C

r @r
) ( 22)
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其中 l
2

( Z
d
, C

r@r
) = ! : Z

d
y C

r@r
, ( | | ! | | 2 )

2
= E

r

i, j= 1
E

kI Zd

| ai, j ( k ) |
2

< + ] ,

则 8 0 = V0, 8 Q= W
( Q)

0 ,其中 QI #.假设 (P
( Q)

( a
- 1

( X + 2PL ) ) ) Q, LI #
0
是酉矩阵,则根据酉矩阵理论,得到

如下引理.

引理 3
[ 11]

 对任意的 R I Z
d

+ ,空间 D 8 R可正交分解为子空间 8 aR+ Q的和.即

D 8 R = © QI #0
8 aR+Q ( 23)

对任意的 j I Z+ - { 0}, 记 j$ = { A = ( A1, A2, , , Ad ) I Z
d

+ - { 0}: a
j- 1

[ A i [ a
j
- 1, i = 1, 2, , , d }.

下面是一个本文的主要结果.

定理 4 向量值函数集 { 7 A(# - k ), A I j$, k I Z
d

}构成D
j
W 0的一个正交基.特别地,向量值函数集

{ 7 A(# - k ), A I Z
d

+ , k I Z
d

}构成 L
2
( R

d

, C
r

)的一个正交基.

证明  根据 ( 23)式,得到 D 8 0 = © QI #0
8 Q,即

D 8 0 = 8 0 © QI # 8 Q ( 24)

因为 8 0 = V0, W0 = © QI #W
( Q)

0 = © QI #8 Q,所以, D 8 0 = V0 © W0. 根据 ( 23)与 ( 24)式,并用归纳法,

得:

D
j
8 0 = D

j- 1
8 0 © ( © AI j$ 8 A ), j I Z+ - { 0} ( 25)

因为 Vj+ 1 = Vj © W j, 于是 D
j
8 0 = D

j- 1
8 0 © D

j- 1
W0.

从而,对任意的 j I Z+ , D
j
W0 = © AI j$ 8 A.由 ( 25)与定理 1, 得:

L
2
( R

d
, C

r
) = V0 © ( © j \ 0D

j
W0 ) = 8 0 © ( © j> 0 ( ©AI j$ 8 A ) ) = © AI Zd

+
8 A ( 26)

根据定理 2, { 7 A(# - k ), A I j$, k I Z
d

}构成 D
j
W0的一个正交基. 再根据 ( 26) 式, 向量值函数集

{ 7 A(# - k ), A I Z
d

+ , k I Z
d

}构成 L
2
( R

d

, C
r

)的一个正交基.
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