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[摘要 ]  基于 PoincarÜ映射的方法,通过解析的方法导出了一类具有阻尼的两自由度碰撞振动系统的单碰周期 n次谐运

动存在性判据,经过数值模拟验证了理论分析的正确性,并给出了分析其稳定性的判别公式,通过数值模拟,讨论系统的局

部分岔与全局分岔,同时比较了系统参数变化对其周期运动的影响,发现在强阻尼、弱激励、小质量比、较大恢复系数下系统

将会出现较多的有规律的周期碰撞.
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Abstract: The v ibro- im pac t system s are fam iliarw ith the non-sm ooth dynam ic system s. The dynam ics research of the

vibro- im pac t system s not on ly is s ignificant in theo ry but a lso has practica l va lues in eng inee ring. F irstly, using the

Po incarÜmap m ethod, w e get an ex istent crite rion of sing le im pact per iod-n mo tion in a tw o-degree-o-f freedom v ibro-

impact sy stem w ith dam per. It is shown that our conclus ions are valid through the nume rica l sim ulations. M oreove r,

the satiab ility o f per iod icm o tions is stud ied and the correspond ing Jacob ian m atrix form ula is der ived. F ina lly we de-

bate the e ffect o f system param eters on per iod icm o tions exp lo iting the nume rical sim ulations me thod, the local bifur-

cation and g loba l b ifurcation, and the influence o f the change o f param ete rs in the system on its periodicm otion, and

find tha t the v ibro- im pact system s appear m ore d isciplinary per iod ic impact under strong damp ing, feeble harm onic

excitation, sm all ra tio o f qua lity and quite big coeffic ient o f restitution.

K ey words: v ib ro- im pact, period icm otion, Po incarÜm ap, stab ility, g lobal b ifurcation
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0 引言

碰撞振动问题产生于机械、车辆和核反应堆等多个工程领域. 在机械系统优化、高速列车的动力学分

析、核反应堆的可靠性设计及噪声控制等方面,碰撞振动问题的研究具有重要的意义. 许多学者对碰撞振

动这种复杂的动力学行为进行了广泛的研究. 早期的研究主要针对单自由度碰撞振动系统. Shaw等
[ 1]
针

对弹跳小球问题的一个简化数学模型,证明系统周期运动存在倍化序列,并且当振动台的振幅达到一定值

时,存在 Sm ale马蹄. Nordm ark
[ 2]
采用局部映射的方法研究了冲击振子的擦边现象, 发现它是振子由周期

运动直接进入混沌运动的主要原因. W histon
[ 3]
在研究简谐激励下无阻尼线性冲击振子时,首先应用奇异

性理论研究了擦边映射的 Po incarÜ映射不可微性. Chin
[ 4]
等人对 PoincarÜ-Nordm ark映射做单参数开折后

详细研究了它的性质,发现该映射具有十分丰富的动力学行为,如存在擦边分岔、反向周期递增分岔、多周

期解共存的现象,并给出了最大周期轨道碰撞运动的一般分析方法.
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在多自由度碰撞系统的研究方面, F redriksson和 Nordm ark
[ 5 ]
引入不连续拉回映射,建立起了多自由度

冲击振子的 Po incarÜ映射极其规范形的计算, 为研究高维不光滑系统提供了重要的理论工具. M e ijaard
[ 6]

把经典的 H opf分岔理论拓展到碰撞系统. 谢建华等
[ 7, 8 ]
对一类两自由度碰撞系统,采用中心流形和规范形

定理的方法,研究余维二分岔和 T
2
环面分岔.金栋平等

[ 9]
研究了由两个振子对碰构成的碰撞系统, 用间断

分析方法研究了系统参数对周期碰撞的影响. 李群宏等
[ 10 ]
运用解析的方法研究了一类无阻尼的双自由度

碰振系统,给出了次谐周期运动的存在性、稳定性和共存性的结果.

本文研究了一类具有阻尼的两自由度碰撞振动系统,运用解析的方法研究了次谐周期运动的存在性

与稳定性,通过数值模拟的方法,进一步研究了系统参数对周期运动的影响.

1 碰撞振动系统的力学模型及其运动方程

由两质量分别为 M 1,M 2的质块构成的两自由度碰

撞振动系统如图 1所示. 线性弹簧刚度为K i,线性粘性阻

尼系数为 C i. 记时间为 ţ, 两质块分别受到简谐激励力

f i ( ţ ) = f̧ i co s(ÂX ţ + U), ( i = 1, 2) 的作用. 设质块 M 1,

M 2的平衡位置相距 $,分别取它们的平衡位置为原点建

立坐标,位移用 y1和 y2表示. 设在时刻 ţ时,两质块的位

移分别为 y1 ( ţ )和 y 2 ( ţ),显然有 y1 ( ţ) - y2 ( ţ ) [ $,且

当等号成立时碰撞发生.

系统在自由运动阶段的方程为:

M 1 &y1 + C1y1 + K 1y1 = f1 co s(ÂXţ + U)

M 2 &y2 + C2y2 + K 2y2 = f2 co s(ÂXţ + U) .
(1)

引入无量纲量 xi = K 1

yi

f̧
, m =

M 1

M 2
, X1 = ÂX

M 1

K 1
, X2 = ÂX2

M 1

K 1
, t = ţ

K 1

M 1
, Ni =

C i

2
M iK i, ( i = 1,

2), D= K 1
$
f̧ 1
, f = m

f̧ 2

f̧ 1
.无碰撞时该系统的无量纲运动方程为:

&x1 + 2N1x1 + x1 = cos(X1 t+ U)

&x2 + 2N2X2x2 + X
2
2 x2 = f cos( X1 t + U) .

( 2)

方程 (2)的解为

x1 ( t ) = N (A 1S s + B 1C s ) + D 1Sw + G 1Cw

x2 ( t ) = M (A 2S t + B 2C t ) + D 2Sw + G2Cw,
( 3)

其中 A 1, A 2, B1, B 2是由初始条件决定的积分常数, 且N = e
- N

1
( t- t

0
)

, Ss = sin 1 - N
2

1 ( t - t0 ),

C s = cos 1 - N
2
1 ( t - t0 ), D 1 =

2N1X1 co sU- ( 1 - X
2
1 ) sinU

( 2N1X1 )
2
+ (1 - X

2
1 )

2 ,  Sw = sinX1 t,

G1 =
2N1X1 sinU+ ( 1 - X

2
1 ) co sU

(2N1X1 )
2
+ ( 1 - X

2
1 )

2 , Cw = cosX1 t,M = e
- N

2
X

2
( t- t

0
)

, D 2 =
2N2X1X2 cosU- (X

2
2 - X

2
1 ) sinU

( 2N2X1X2 )
2
+ ( X

2
2 - X

2
1 )

2 f,

G2 =
2N2X1X2 sinU+ ( X

2
2 - X

2
1 ) cosU

(2N2X1X2 )
2
+ (X

2
2 - X

2
1 )

2 f, S t = sin 1 - N
2
2X2 ( t - t0 ), C t = cos 1 - N

2
2X2 ( t - t0 ).

2 碰撞周期运动的研究

若两质块在 t0时刻发生碰撞,且相邻两次碰撞间经历了 n个激励力周期,即间隔时间为
2nP
X1

,称为单碰

周期 n运动.记碰撞恢复系数为 r, 根据碰撞定理和碰撞过程动量守恒定律,得到碰撞条件为:

x 1 ( t0 ) - x2 ( t0 ) = D, ( 4)

x2 ( t0+ ) - x1 ( t0+ ) = r [x1 ( t0- ) - x2 ( t0- ) ] , ( 5)
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Sn = sin 2nP 1 - N
2

1

X1

, Cn = co s 2nP 1 - N
2

1

X1

.

若满足条件 Sn X 0, S2n X 0,从式 ( 14) ~ ( 21)可得到一个关于 x10的一元二次方程

n2x
2
10 + n1x10 + n0 = 0. (22)

系数 n2, n1, n0的表达式过长,此处从略.由上述分析可得到以下结论:

命题  碰振系统 ( 2)参数满足二次方程 (22)有实数解,且 x2 ( t, t0, x10, V 1, V2 ) - x1 ( t, t0, x10, V1, V2 )

> D成立, P t I ( t0, t0 +
2nP
X1

),则该碰振系统存在单碰周期 n运动.

212 数值模拟结果

根据前面所述的命题,选取一定范围的参数值进行数值模拟.当取 N1 = 01000 1, N2 = 015, U= 011, X2

= 1, D= 0115, r = 018, m = 015, X1 = 2101, f = 4时,碰振系统 ( 2)存在单碰周期一运动如图 2所示.图

2( a )分别为振子 x1和 x2的时间历程图 (虚线表示振子 x1,实线表示振子 x2 ),图 2( b )分别为振子 x1和 x2

的相图.

当取参数 N1 = 01000 1, N2 = 015, U= 011, X2 = 1, D= 0115, r = 018, m = 015, w1 = 411, f = 10时,

碰振系统 (2)存在单碰周期二运动,如图 3所示.

当参数不满足命题的条件时,碰振系统 ( 3)存在其他丰富的运动形式. 取参数 N1 = 0, N2 = 0, U= 0, X2

= 111, D= 0115, r = 018, m = 015, X1 = 211, f = 4时,碰振系统 ( 2)存在双碰周期二运动,如图 4所示.

3 碰撞周期运动的稳定性研究

现在来研究周期解的稳定性问题.取 Po incarÜ截面为 E ,及 Po incarÜ映射为 P,于是系统 (2)的周期

解的稳定性转化为 Po incarÜ映射 ( 13)的不动点稳定性问题. 设 (x 10, V10, V20, t0 ) I E 是映射P的不动点,
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K1, 2 =
8

2
-
B1

4
? 1

2
$ +

- B
3

1 + 4B1B2 - 8B3

4 8

K3, 4 = -
8

2
-
B1

4
? 1

2
$ -

- B
3
1 + 4B1B2 - 8B3

4 8

, (29)

其中,

5 = 2B
3
2 - 9B1B2B3 + 27B

2
3 + 27B

2
1 B4 - 72B2B4,

# = - 4(B
2

2 - 3B1B3 + 12B4 )
3
+ 5

2
,

8 =
( # + 5 )

1
3

3# 2
1
3

+
B

2
1

4
-

2B2

3
+

2
1
3 (B

2
2 - 3B1B2 + 12B4 )

3( # + 5 )
1
3

,

$ = -
( # + 5 )

1
3

3# 2
1
3

+
B

2
1

2
-

4B2

3
-

2
1
3 ( B

2
2 - 3B1B2 + 12B4 )

3( # + 5 )
1
3

.

根据上述特征值 Ki ( i = 1, 2, 3, 4),能够判别系统 (2)的周期解的稳定性: 即当 | Ki | < 1时,周期解为

渐近稳定的;若有一个 | Ki | > 1,则周期解是不稳定的.此外, 还可以讨论周期解的分岔情况:当 Po incarÜ

映射在不动点处有一个特征值为 + 1,而其它特征值严格位于单位圆内时,将发生鞍结分岔;当某个特征值

变为 - 1,而其它特征值严格位于单位圆内时,将会出现倍周期分岔; 若有一对共轭复特征值且其模为 1,

而其它特征值严格位于单位圆内时, 则将发生 H op f分岔;当同时存在一对模为 1共轭复特征值以及一个

等于 - 1的是特征值时,另外一个特征值严格位于单位圆内, 将会发生 H op-f fl ip分岔.

4 系统局部分岔与全局分岔分析

取参数 N1 = 011, N2 = 011, U= 0, X2 = 10, D= 0, r = 018, m = 0105, f = 4, X1的取值从 2158到 3进

行数值模拟得到碰振系统 ( 2)的局部分岔图如图 5( a) 所示, 图 ( b)、( c)、( d) 分别为 X1 = 21651 9,

21652 0, 218时 Po incarÜ截面上的投影图.当 X1 = 21651 9时, 系统 ( 2)存在单碰周期一运动,此时系统 ( 2)

发生倍周期分岔. X1 = 21679 7时,碰振系统 (2)存在双碰周期二运动, X1 = 218时,系统处于混沌状态.

碰振系统 ( 2)的力学模型中含有 7个系统参数: N1, N2, D, r, m, f, X1.随着激振频率 X1的变化,系统将会

呈现出不同的运动.取系统参数 N1 = 011, N2 = 011, D= 0, r = 018, m = 015, f = 4作为基准参数, X1为

分岔参数,通过数值计算, 分析系统各参数对其周期运动的影响.图 6是在基准参数下碰振系统 (2) 随激
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振频率 X1变化的全局分岔图. 在图 7中, 仅给出了改变的参

数量, 其余未标注的参数与系统的基准参数相同.通过计算表

明:当增大外激励力 f时,振子 x 1碰撞前瞬时速度减小, 当减

小外激力时,振子 x 1碰撞前瞬时速度增大, 如图 7( a)和 ( b)

所示; 当增大系统的阻尼时, 系统碰撞前瞬时速度增加. 当减

小系统的阻尼时,系统处于混沌状态,如图 7( c)和 ( d)所示;

当增大质量比m时,系统会出现更多的不稳定运动,且碰撞前

瞬时速度增大, 当减小质量比时, 振子 x1碰撞前瞬时速度减

小,如图 7( e)、( f)所示;当增大 D时,不会对系统产生较大影

响,如图 7( g) 所示; 当减小恢复系数时,系统出现更多的不稳定运动,如图 7( h)所示. 上述结果表明在相

同的参数条件下,碰撞系统 ( 2)在弱阻尼、强激励、大质量比、小恢复系数情况下将会发生更多的不稳定运

动.而在强阻尼、弱激励、小质量比、较大恢复系数下将会出现较多的有规律的周期碰撞.

5 结束语

本文对由两个振子对碰构成的碰撞系统的动力学行为进行了详细研究. 由于两自由度碰撞系统动力

学的复杂性,很难用解析的方法进行研究. 运用 Po incarÜ映射方法, 得到该系统单碰周期 n次谐运动存在

性判据,并讨论周期运动的稳定性.数值模拟验证了上述方法的正确性.同时,还通过数值模拟的方法讨论

了系统参数对周期运动的影响,能避免系统工作在混沌状态,降低躁声,改善工作环境,为碰振系统的优化

设计及改造提供一定的依据.与文 [ 9]在不同基准参数下, 采用多参数变化讨论系统参数对周期运动的影

响结果相比,除质量比的变化引起不同的运动形式外,其他结果基本一致.
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