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[摘要 ] � 用热传导方程的精确解检验数值求解过程的正确性是数值计算方法中一种重要的手段.反之,用数值解来分析

精确解的完整性也是一种有意义的方法.用基元有限容积法和二阶迎风格式,在结构化网格中数值求解热传导方程,同时给

出 3个例子进行数值解和精确解的比较,以此来说明某些教科书中古典导热方程精确求解过程的不足,并且分析阐述两者

之间的内在辨证关系和它们的互补性.
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Abstract: It is an important me thod tha t the exact so lutions of the heat conduction equations test the correctness o f

the num er ica l so lutions. M eanwh ile, the sam e im po rtant is to use the nume rical so lutions ana ly zing the exact so lu tions

for perfect resu lts. The hea t conduction equa tion w as so lved using based ce ll fin ite vo lum em ethod and the secondary

order upw ind schem e in structured m esh. Three examp les are g iven show ing up the deficiency o f the exact solution o f

the class ica l heat conduction equation in the paper. And, the inte rnal relation and the com plem entarities be tw een the

exac t and the num erical so lutions are discussed.
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1� 基本导热方程

随着数字化时代的到来,数值计算传热过程日臻完善. 当今天用数值解来回顾古老的精确解时, 我们

会发现一些有趣的现象,并使我们对传热研究中这块完美的领域有一个更深刻的认识.

对一个标量物理变量 �,一般的稳态扩散方程可写成:
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其中, f ( xi )和F ( xi )是几何形状因子; S�是单位体积中的净源项; � �是对应于变量 �的扩散系数.根据方

程 ( 1), 在笛卡尔直角坐标系和圆柱坐标系中, 导热方程分别为:
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其中, k为导热系数. 在结构化网格中,控制方程 (2 ~ 3)的离散方程之间存在着不同的差异.
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2� 算例

2�1� 二维笛卡尔直角坐标系中复合边界条件的导热问题
图 1给出了这个问题的几何描述. 顶边和左边界为绝热边界条件,

底边温度 T 1已知,右边界为第三类对流边界条件. 常物性、无内热源的

控制方程及边界条件如下式:

�
�x k

�T
�x

+
�
�y k

�T
�y

= 0, ( 4)
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= 0, ( 5)

Ty = 0 = T 1
�T
�y y = b

= 0, ( 6)

其中, a = 1, b = 1, T 1 = 1, T � = 0, k = 1, h = 3.此问题的精确解
[ 7]

是:

�(x, y ) =
T (x, y ) - T �

T 1 - T �
= 2H �

�

n = 1

1

a [ �
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n + H

2
] + H

cosh[�n ( b - y ) ] co s[�nx ]
cosh[ �nb ] cos[ �n a]

, ( 7)

其中, �n是如下超越方程的解

�n tan(�na ) = H, � n = 1, 2, 3�, ( 8)

这里, H = h /k = 3.由于超越方程的根有无穷多个, 而对于问题精确解有贡献的是超越方程前面有限个

根,在这里分别取超越方程的前 9个和前 15个根来计算精确解.方程 (8)的前 15个正根如表 1所示.

表 1� 方程 �n tan(�na ) = H的根

Tab le 1� R oo t o f equa tion �n tan(�na ) = H

n 1 2 3 4 5 6 7 8

� 1�192 5 3�808 9 6�704 0 9�724 1 12�796 7 15�894 5 19�006 1 22�125 9

n 9 10 11 12 13 14 15

� 25�251 0 34�643 9 40�913 9 44�050 3 47�187 4 69�158 4 72�298 1

� � 数值计算采用 20 � 20均匀正交结构网格 (见图 1所示 ), 两种情况的计算结果分别如图 2所示.其中

实线为数值解 (有限容积法 ),虚线表示精确解.当我们取超越方程的前 9个根计算精确解时, 得出的结果

与数值解相比较,在底边高温区,精确解出现波浪型,和数值解之间有较大的不一致性.如果我们把求解根

增加至 15个时,这不一致性将大大减小. 由此可得到这样的结论, 满意的精确解至少要取到 15个根以上.

2�2� 二维圆柱坐标系中第二类边界条件的传热问题
此问题为二维圆柱坐标系下的稳态导热问题, 求解区域如图 1所示 ( R = b, h = a),由于此问题的对

称性,我们取二分之一圆柱.右边界的温度为 T 1,左边界为定温 T 2 = 0, 上边界和下边界为绝热.没有内热

源,物性为常数. 控制方程及边界条件,以及各参数选择如下:
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( 9)

其中, R = 1, � h = 1, � T 1 = 10, � T 2 = 0.

这个问题的精确解
[ 8]
是:
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其中, �
( 0)
m 为 J 0 ( x ) = 0的第 m个正根. 在计算时,我们分别采用了它的前 9个和前 16个正根来计算精确

解,如表 2所示.

表 2� 贝塞尔方程 J 0 ( x ) = 0的正根

Table 2� Po sitive root of Bessell equa tion J 0 ( x ) = 0

m 1 2 3 4 5 6 7 8

� ( 0) 2�4050 5�520 8�653 11�792 14�931 18�070 21�212 24�353

m 9 10 11 12 13 14 15 16

�( 0) 27�494 30�634 33�776 36�746 36�839 37�103 39�391 39�850

� � 计算采用均匀正交网格 (如图 1所示 ),计算结果如图 3所示.从图 3我们可以看出运用数值计算的方

法可以得出更精确的结果.

2�3� 圆柱坐标系中第三类边界条件的传热问题
此问题为二维圆柱坐标系下的稳态导热问题, 无内热源,常物性.左边界温度为 T 1,右边界为 T 2, 在柱

面上即 r = b时,为对流换热边界条件 (见图 1, c = a).
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k
,

T / x= 0 = T 1 T /x= c = T 2, T / z= 0 = T 1 T /z = c = T 2,

( 11)

h = 6, k = 2, b = 1, c = 1, T 1 = 10, T 2 = 0.

该问题的精确解为
[ 9]
:

T ( r, z) =
2T 1

b �
�

n= 1

H

H
2
+ �

2
m

sinh[ �m ( c - z ) ]

sinh(�m c)

J 0 (�m r)

J0 ( �m b )
, ( 12)

其中, �m为超越方程 �m J 0 (�m r ) = H J0 (�m b)的正根,其前 12个正根如表 3所示.计算时分别取其前 7个根
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和前 12个根,其计算结果如图 4所示.

表 3� 方程 �m J0 (�m r ) = HJ 0 (�m b ) 的正根

Tba le 3� P os itiv e roo t of equation �m J0 (�m r) = HJ0 (�m b )

m 1 2 3 4 5 6

� 1�788 7 4�463 4 7�410 3 10�456 6 13�543 4 16�649 9

m 7 8 9 10 11 12

� 19�767 1 26�018 7 32�282 5 35�416 9 41�689 0 47�964 0

3� 结论

通过上面 3个算例计算分析,我们可以看到数值解对于导热方程的精确解的求解过程有一定的指导

意义. 目前, 国内外热传导和偏微分方程求解的教科书中, 在求解解析解时, 给出超越方程的根数十分

少
[ 1]

,以致基本上达不到数值解的精度.所以用数值解可以确定精确解取根的最佳数目.

如果我们用热力学第二定律熵 dS = dQ /T来阐述上述现象的物理含义,可以认为在高温区,也就是熵

值小的区域,椭圆方程的分析解更依赖于根的数量.在信息熵理论中,高温区正好是信息源,是一个敏感区

域,超越方程根的个数对这一区域影响尤为明显.偏微分方程的精确求解过程在科学发展史上, 对我们理

解和探索大千世界做出了巨大贡献. 随着计算机技术的普及,数字化时代的到来,也许这种辉煌将让位于

数值计算.
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