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[摘要 ]  用分离变量法和变量变换原理,解析求解含内热源的多维稳态热传导问题, 并得到含有变型贝塞尔函数的精确解.

同时,在结构化网格中,用有限容积方法离散热传导方程,用可视化 FORTRAN编写二维和三维计算程序,并且对该问题进行数

值计算,将数值计算结果与精确解进行比较.这两种方法的结果呈现出令人满意的一致性,从而可以佐证数值方法和解析方法

完美的互补性与实用性.
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Abstrac t: Themu lt-i d im ensiona l steady state hea t conduc tion prob lems w ith the heat source term s w ere so lved us ing the

va riation variab lem ethods and var iable transfo rm s. And, they w ere calculated in the finite vo lume m ethod ( FVM ) and

structured m eshes. The resu lts are in agreem en t w hen the num erical so lution com pared w ith the exact so lutions. A ll

these above-m entioned demonstra te the sign ificance o f applica tion about the pro cedures in m athema tics ana ly st and nu-

m erical compu tation.
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  用分离变量方法精确求解含热源的多为稳态热传导问题,通常并不是很方便. 但是, 若通过对因变量

作适当的变化,能把此类问题转化为不含热源的热传导边值问题, 则最终得到的问题就可用分离变量方法

来求解.这个过程等价于寻找非齐次热传导微分方程的一个特解, 而使整个问题转化为齐次形式
[ 1-6]

.

本文讨论含热源的多维稳态热传导问题, 在给出基本概念和关系式的前提下,通过一个经典的含内热

源非齐次稳态热传导算例,全面展示分离变量法在求解含热源热传导问题中的精彩之处, 以此为读者提供

有益的参考.

1 基本理论和方法

在一个圆柱有限区域内,含热源稳态热传导问题一般具有如下形式的微分方程,

¨2
T ( r, <, z) +

1
k
g ( r, <, z ) = 0, 区域 R内 ( 1)

R区域有多个连续边界面. 这里, 我们将非齐次方程的一般解 T ( r, <, z )表示为相应齐次方程的一般解

H( r, <, z )与任意一个特解 p ( r, <, z )之和, 其表达式为:

T ( r, <, z ) = H( r, <, z ) + p ( r, <, z ), ( 2)

此时, 函数 H( r, <, z )满足如下齐次方程,

¨2
H( r, <, z ) = 0, ( 3)

将变换式 (2)代入方程式 ( 1), 并利用等式 (3),可得到 p ( r, <, z )的特解方程:
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¨2
p ( r, <, z) +

1
k
g ( r, <, z) = 0, 区域 R内. ( 4)

上述过程简要归纳为: 如果方程 ( 1) [或方程 ( 4) ]的一个特解已被求得, 则经过按式 ( 2) 定义的变量

替换, 即可把非齐次方程 ( 1) 转化为齐次方程 (3). 方程 ( 1)的特解 p ( r, <, z )的函数形式取决于热源项的

函数形式.对于热源项为常数的情形,特解的函数形式很容易直接看出来
[ 1]

. 在方程 ( 1) 中我们采用了柱

坐标系,在其他坐标系中有相同的形式.

2 算例计算和分析

在一个 0 [ r [ b和 0 < z [ c的实心圆柱内,每单位体积以恒定的速率 g0产生热量; 所有边界温度保

持零度.本问题的数学描述为:

52T
5r2

+
1

r

5T
5r

+
52T
5z2

+
1

k
g0 = 0, 0 [ r < b, 0 < z < c , ( 5)

T = 0, r = b, z = 0和 z = c. ( 6)

按照方程 (2),定义一个新变量和特解有:

T ( r, z ) = H( r, z ) -
g0z

2

2k
+ Az. ( 7)

在方程 ( 7)式中, H( r, z)为齐次解,后两项之和为一个特解.这个特解的形式是根据经验得到的,其中

A为任意常数.适当地选择该常数的值, 可使边界条件得到简化. 把方程式 ( 7) 代入方程式 (5)和 ( 6)有:

52H
5r2

+
1

r

5H
5r

+
52H
5z2

= 0, 0 [ r < b, 0 < z < c . ( 8)

H=
g0 z

2

2k
- Az, r = b, H= 0, z = 0, H=

g0c
2

2k
- A c, z = c,

因为 A为任意常数,不妨设 A 为: A =
g0 c

2k
.

方程式 ( 7)确定为:

T ( r, z ) = H( r, z ) +
g0z

2k
( c - z) . ( 9)

从方程式 (8)所示的问题可简化为:

52H
5r2

+
1

r

5H
5r

+
52H
5z2

= 0, 0 [ r < b, 0 < z < c, (10)

H=
g0z

2k
( z - c) S f ( z ), r = b , H= 0, z = 0, z = c ,

此问题的精确解为,

H( r, z) =
2

c E
]

m = 1

I0 ( Gm r )

I0 (Gm b)
sin( Gm z ) Q

c

0
sin( Gm zc) f ( zc) dzc, (11)

式中, Gm =
m P
c
, f ( z ) =

g0z

2k
( z - c).

对上式进行积分计算,并把该式代入式 (9)可得最终结果:

T ( r, z ) =
g0z

2k
( c - z ) -

4g0 c
2

P
3
k E

]

m = 0

1

(2m + 1)
3

I0 ( Nm r)

I0 (Nm b )
sin( Nm z ), (12)

其中, Nm =
( 2m + 1) P

c
,上式精确解中包含变型第一类零正数阶贝塞耳函数

[ 2 ]
.

接下来我们进行数值模拟.数值模拟的方法为在结构化网格上的有限容积方法. 由于本问题的特殊

性,即模型在圆周方向上具有对称性,我们可以利用这种特殊性, 用二维程序对方程 ( 5) 与 ( 6)进行数值

模拟, 即只在 r和 z方向上求解.

图 1给出了精确求解方程 ( 12)的温度场分布云图和结构化网格.图 2为精确解同数值解的比较,背

景云图为数值解,虚线为精确解.从图 2中不难看出二者吻合得很好.
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下面我们用三维程序对上述问题进行数值模拟,同样采用在结构化网格上的有限容积法.图 3为三维

程序计算的温度场分布.图 4为二维截面上的温度场分布.将三维计算程序的结果同二维计算程序的结果

进行比较,二者基本一致, 只是在数量上有一点误差.在结构化网格中,圆心处的处理不太方便.如果采用

非结构化网格,或者分区生成结构化网格,结果会好一些.

3 结语

本文分别通过二维程序和三维程序, 求解含内热源多维稳态热传导问题,并且与其精确解相比较,得

到了令人满意的一致性.这些不仅可以证明二维程序、三维程序以及精确解的正确性, 同时更可体现出分

离变量法和数值计算方法相结合的优越性,并且为人们求解这类问题提供了有益的参考.
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