
热传导方程伽略金近似解与数值解的比较分析

黄庆宏1，王 柯2，张 敏2

( 1． 南京师范大学 能源与机械工程学院，江苏 南京 210042)

( 2． 南京理工大学 动力工程学院，江苏 南京 210094)

［摘要］ 在对称域或非对称域中，用结构化或非结构化网格中有限容积方法对稳态热传导问题进行数值求解． 同时，采用伽

略金近似方法分别对不同形状域求其近似解，并与精确解或数值解进行比较分析． 在此基础上对几种计算方法所得结果进行误

差分析，通过比较计算结果可以得到令人满意的一致性． 这些都充分证明伽略金近似方法和本文给出的数值方法的可靠性和实

用性．
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Abstract: On bounded symmetry and asymmetry domains，the steady state heat conduction equations were solved and
calculated by using the finite volume method in structured or unstructured meshes． Also，the approximate solutions of
different domains were derived on the basis of the concept of Galerkin method． Compared with these calculation results，
there is a good agreement between them． These proved that Galerkin approximating method and numerical calculation are
believable and practical．
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在 1915 年，伽略金提出求解热传导边值问题的近似方法之前，人们一般采用里兹变分近似方法求解

热传导的近似问题． 里兹方法可以使用的前提是必须有一个变分表达式，并且该表达式与主导微分方程相

等价． 而伽略金提出的一种求解边值问题的近似方法，它不需要写出该问题的变分表达式，因而成为一种

更为一般，更为直接求解边值问题的方法［1］． 伽略金法对椭圆、双曲线和抛物线型方程，无论是线性的，还

是非线性的问题都适用．
本文将在伽略金方法的基本原理下和在非对称有限区域内，求解稳态热传导问题． 同时我们也给出数

值解的比较结果． 若读者要进一步探讨伽略金法的理论和应用可参阅文献［2-4］．

1 伽略金近似方法的基本理论

对于一个稳态热传导问题，我们可以用下式来描述．

L［T( r) ］ = 2T( r) + A( r) T( r) + 1
k g( r) = 0， 在区域 R 内， ( 1)

B［T( rs) ］ = T
ni

+ HiT = fi ( rs ) ， 在边界 si 处， ( 2)

式中，T 为温度; L 是线性微分算子; B 是线性边值条件算子． 选近似试探解珔T( r) 为:

珔T( r) = ψ0 ( r) +∑
n

j = 1
ciφj ( r) ， 区域 R 内． ( 3)
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试探函数 ψ0 ( r) 为满足边界条件式( 1. 2) 的非齐次部分，试探函数  j ( r) 满足齐次部分，即:

B［ψ0］ = f( rs ) ，B［φj］ = 0， j = 1，2，…，n，

为确定未知系数 cj，伽略金法要求在问题所讨论的区域内，余量的加权平均为 0．

∫RL［珔Tn ( r) ］wi ( r) dV = ∫RL ψ0 ( r) +∑
n

j = 1
cjφj ( r[ ]) φi ( r) dV = 0， j = 1，2，…，n， ( 4)

式中，i ( r) 为权函数． 通过上面关系式会得到一组用于确定 n个系数 c1，c2，…，cn 的代方程． 如若把属于这

个完备系的全部权函数 i 都包括进去，则式( 4) 成立的必要条件对应着问题的精确解． 然而在伽略金法

中，式( 4) 考虑的只是这个函数系中的有限个数，因此最终的解将是近似的． 试探函数系  j ( r) 和权函数

i ( r) 是相同正交函数系．

2 试探 / 权函数的构造

构造的函数(  j ( r) ，j = 1，2，…，n) 应是一组在所讨论区域内完备的函数，即它们是连续的，而且有连

续的一阶和二阶导数． 它们可以是多项式、三角函数、柱函数或球函数，但应满足问题边界条件中的齐次部

分． 下面简要地介绍构造试探 / 权函数的一些基本的原则． 当全部边界条件都是第一类边界时，可设辅助

几何函数 w( x，y) 是连续的，并满足式( 5) 的条件:

w( x，y) ＞ 0， 在 R 边界上; w( x，y) = 0，在区域 R 内． ( 5)

针对这一类问题，试探 / 权函数  j ( x，y) 可以构造如下式:

1 = w， 2 = wx， 3 = wy， 4 = wxy， 5 = wx2… ． ( 6)

这是直角坐标系，但其他坐标系有类似的结果． 一般情况下区域边界为:

F1 = a1x + b1y + d1 = 0，F2 = a2x + b2y + d2 = 0，…，Fn = anx + bny + dn = 0． ( 7)

则我们可取辅助几何函数 w 为:

w( x，y) = ± F1 ( x，y) F2 ( x，y) …Fn ( x，y) ． ( 8)

对于其他类型边界条件，我们没有一般的规律能使试探 / 权函数适合于包括各种边界条件的情形． 但

有一点需要保证，这就是试探 / 权函数及其导数要是连续的．

3 算例计算与分析

a) 矩形区域( － a，a; － b，b) 内具有恒定强度 g / ( W/m3 ) 的内热源，全部边界均维持在零度，稳态热传

导问题的数学描述形式为:

2T
x2

+ 
2T
y2

+ 1
k g = 0， － a ＜ x ＜ a，－ b ＜ y ＜ b， ( 9)

T = 0，x = ± a 和 y = ± b． ( 9a)

用伽略金法解该问题，根据式( 4) ，可写作:

∫
a

x = －a∫
b

y = －b

2珔T
x2

+ 
2珔T
y2

+ 1
k[ ]g i ( x，y) dxdy = 0． ( 10)

取单项式试探解，
珔T1 ( x，y) = c11 ( x，y) ，1 ( x，y) = ( a2 － x2 ) ( b2 － y2 ) ， ( 11)

将此试探解代入式( 10) ，进行积分整理得单项式近似解为:

珔T1 ( x，y) = 3
4

( g /k)
( a2 + b2 )

{ ( a2 － x2 ) ( b2 － y2 ) } ， ( 12)

则该问题的精确解为:

T( x，y) = g
k

a2 － x2
2 － 2a2∑

∞

n = 0

( － 1) n

β3
n

cosh( βny /a) cos( βnx /a)
cosh( βnb /a{ })

．

βn = ( 2n + 1) π
2 ． ( 13)

首先取一个矩形域( a = 2，b = 1) ，为了方便计算采用区域的四分之一来进行数值模拟． 物性参数为

Tw = 0，k = 1，g = 5( 国际标准单位) ． 图 1 和图 2 背景云图分别为数值解与精确解，虚线为近似解． 两者进
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行比较，显然单项式试探解吻合较好．

b) 两个相交圆所构成的月牙形区域，内有恒定强度 g / ( W/m3 ) 的内热源，全部边界均维持在零度，问

题的数学描述为:

2T
x2

+ 
2T
y2

+ g
k = 0， － R1 ＜ x ＜ L － R1， － R1 ＜ y ＜ R1 ．

T = 0， x2 + y2 = R2
1 和( x － L) 2 + y2 = R2

2 ． ( 14)

用伽略金法解该问题可写成:

∫
R1

－R1
∫
h1

0

2珔T
x2

+ 
2珔T
y2

+ g[ ]k i ( x，y) dxdy － ∫
B

0 ∫
h2

x = L－h3

2珔T
x2

+ 
2珔T
y2

+ g[ ]k i ( x，y) dxdy = 0，

B = ［( R1 + R2 ) 2 － L2］［L2 － ( R1 － R2 ) 2］/ ( 2L)槡 2 ，

h1 = R2
1 － x槡 2， h2 = R2

1 － y槡 2， h3 = R2
2 － y槡 2 ． ( 15)

取单项式试探解为:
珔T1 ( x，y) = c11 ( x，y) = c1 ( R2

1 － x2 － y2) ［R2
2 － ( x － L) 2 － y2) ］． ( 16)

将此试探解代入式( 15) 进行积分，其中令权函数 φi ( x，y) = 1，得:

A = D /2L， D = R2
1 + R2

2 － L2，H12 = H1 + H2，

H1 = ( AB + R2
1 arcsin( B /R1 ) ) /2， H2 = ( AB + R2

2 arcsin( B /R2 ) ) /2，

H3 = ( BR2
2 | A － L | + R4

2arcsin( B /R2 ) － 2B | A － L | 3 ) /8． ( 17)

最后得单项式近似解为:

珔T1 ( x，y) =
( πR2

1 － 2H12 + 2LB) ( R2
1 － x2 － y2) ［R2

2 － ( x － L) 2 － y2 ) ］( 3g /4k)

3R2
1 ( 2πR2

1 － 8H1 － πD) － 2( 4L2 + 6D － 3) LB － 2( 4R2
2H2 + 8H3 － 3DH12 )

． ( 18)

采用相同算例一的物性参数，图 3 背景云图为数值解，虚线为式( 18) 的近似解． 图 4 所示为月牙形区
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域对称轴上数值解( TK) 和近似解( TE) 的比较结果． 通过分析可以看出数值解和近似解在中心处误差较

大，而在边界处较小．
c) 三角域中伽略金方法的应用，如图 5 所示，其边界条件为:

Tw = 0， y － αx = 0，y + βx = 0 和 L － x = 0． ( 19)

用伽略金法解该问题可写成:

∫
L

0∫
αx

－βx

2珘T
x2

+ 
2珘T
y2

+ 1
k[ ]g φi ( x，y) dxdy = 0． ( 20)

取单项式试探解为:
珘T1 ( x，y) = c1φ1 ( x，y) ，φ1 ( x，y) = ( y － αx) ( y + βx) ( L － x) ， ( 21)

当 α = 1，β = 2，L = 1 时，单项式近似解为:

珘T1 ( x，y) = － 3
16

g
k ［( y － x) ( y + 2x) ( 1 － x) ］． ( 22)

图6中背景云图为数值解，实线为近似解． 从图6可以看出两者吻合但仍具有一定的偏差，平均误差为

1. 7% ． 可见对非对称的三角域，单项式试探解只能大致反应温度场的分布规律． 故针对非对称的三角域，

需要进一步引进二项式试探解，以增加其准确度． 二项式试探解的温度分布可取式( 23) 的形式:

T( x，y) = ( c1 + c2x
2 ) ( y － αx) ( y + βx) ( L － x) ． ( 23)

用上述同样的方法进行计算，即可求得系数 c1 和 c2 ． 因篇幅有限在此不再做详细的讨论，有兴趣的读

者可做进一步的分析计算．

4 结论

本文介绍了热传导问题的伽略金近似方法． 通过 3 个具体的算例分别在对称域和非对称域中，求得其
伽利略近似解，对其温度场分布的精确解、数值解和近似解进行比较分析． 从这些分析比较中，不难看出数

值传热计算的优越性和它的巨大发展潜力． 作为加权余量法的一种试探函数选取形式，伽略金法所得到的

只是在原求解域内的一个近似解，在单向式试探解还是具有一定的误差，如果要获得较高的精确度，二项

式试探解的采用是十分重要的．
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