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［摘要］ 研究了一类含有未知转移概率的非线性马尔科夫跳变系统的 H∞控制问题． 所研究的系统具有如下新特性: 首次对

非线性函数在约束界内的内部变化规律加以利用; 马尔科夫跳变系统的部分转移概率完全未知． 当处理未知转移概率时，充分

利用了未知转移概率和已知转移概率之间的关系．通过对以上新特性进行建模，得到了更具一般性的非线性马尔科夫跳变系统

模型．对该模型应用李雅普诺夫函数法，得到了系统均方渐近稳定条件．最后给出的数值算例表明: 首先，未知和已知转移概

率关系的利用减少了结果的保守性; 其次，非线性函数新特性的使用极大地改善了系统的控制性能．
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Abstract: This paper studies the H∞ controller design for Markov jump systems with partially unknown transition proba-
bilities and nonlinearities． The studied systems have the following new characters: 1) the inner variation information of
the nonlinear function between the bounds is firstly utilized to analysis the nonlinear function; 2) some of the transition
probabilities are completely unknown，and full use is made of the relationship between the known and unknown transition
probabilities to analyze the Markov jump system． With Lyapunov function method，sufficient conditions for mean square
stability of the system can be obtained． The finial numerical example shows that，firstly，the usage of the relationship
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utilization of the new characters of the nonlinearities can improve the control performance of the system greatly．
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马尔科夫跳变系统近年来引起了很多关注［1，2］，在现有的大多数文献中，都假定转移概率完全已知．
实际上，在有些实际系统中，马尔科夫跳变系统的转移概率可能测量不出来或者测量不准［3］．为了解决这
个问题，文献［4］假定转移概率存在不确定性，研究了马尔科夫系统的稳定和镇定问题．在文献［5］中，作
者假定转移概率在某个区间内发生变化，研究了离散马尔科夫系统的 H∞ 控制问题．以上两篇文献针对的
情况是转移概率测量不准的情况，当某些转移概率完全未知时，文献［3，6］对其进行了研究．然而，在文献

［3，6］中，已知的转移概率和未知的转移概率之间的关系( 即∑
j∈Ωiuk

πij = 1 －∑
j∈Ωik

πij ) 被忽略了，这种忽略可
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能会导致一定的保守性．
另一方面，由于系统建模误差的存在或者系统中本身存在非线性扰动，含有非线性扰动的系统的分析

和综合问题也引起许多学者的关注，并做了相关研究［1，7，8］．在所有的研究中，作者也只利用了非线性函数
的上界信息( 或扇形界信息) ，即最终得到的稳定或镇定条件只与非线性函数的上界( 或扇形界) 有关．然
而，只利用其上界信息无法对非线性函数的内部信息进行描述．现有的研究方法实际上考虑的是一种最坏
情况: 即假定所有的非线性函数的取值都能达到其上界．实际的非线性扰动总是在一定区间内变化，并且
小非线性发生的概率可能比较大，因此这种假定会带来很大的保守性．只利用非线性函数的上界信息无法
反映非线性函数的内部变化情况，有必要利用非线性函数的其他特性对其进行更深入的研究．
本文引入了非线性函数的一种新特性: 非线性函数在不同约束界内取值的概率分布信息．利用这些信

息和其上界信息，建立了一种新型的非线性马尔科夫跳变系统的模型．本文考虑的系统模型中，不仅包含
了非线性函数的新特性，还包括了部分未知的转移概率．通过对转移概率中已知部分和未知部分之间的关
系加以利用，并应用李雅普诺夫函数法，得到了使得系统稳定和镇定的充分条件．利用 Matlab中的 LMI工
具箱，可以对控制器增益进行求解．最后给出的仿真实例表明: 转移概率中已知部分和未知部分的关系的
使用能够减少结果的保守性; 非线性函数新特性的使用可以极大地改善系统的控制性能．

1 新型非线性 Markov跳变系统的系统建模
{ rk，k≥0} 是一组在集合Ω取值的马尔科夫链，且满足Pr ( rk+1 = j | rk = i) = πij，其中Ω = { 1，2，…，

N} ，转移概率 πij ≥ 0，i，j∈ Ω，i∈ Ω，∑
N

j = 1
πij = 1．

当转移概率只有部分已知时，例如，考虑 3 个模态

π =
π11 ? ?

π21 π22 π23

? π32









?

，

其中，“?”代表完全未知的转移概率．针对转移概率已知还是未知，可以把集合Ω分为Ω = Ωi
k∪Ωi

uk，

Ωi
k代表已知的转移概率集合． Ω

i
uk表示未知的转移概率集合，定义如下 Ωi

k = { j: πij} = { k1，k2，…，km} ，Ω
i
uk

= { j: πij} = { km+1，km+2，…，kN} ，其中 m 是第 i 行中已知转移概率的个数，集合{ k1，k2，…，km} 和{ km+1，

km+2，…，kN} 是集合 Ω的子集，且满足{ k1，k2，…，km} ∪ { km+1，km+2，…，kN} = { 1，2，…，N} ．
考虑如下含有非线性扰动的马尔科夫跳变系统:

xk+1 = A( rk ) xk + B( rk ) uk + h( rk，xk ) + E( rk ) ωk，

zk = C( rk ) xk + D( rk ) ωk， ( 1)

其中，xk∈Rn，uk∈Rm和ωk∈ l2［0，∞ ) 分别为状态量、控制输入和扰动输入，zk∈Rl是控制输出． Ai，Bi，

Ei，Ci 和 Di 是具有适当维数的矩阵． 对已知矩阵 Mi，非线性函数满足约束条件 ‖h( i，xk ) ‖2 ≤
‖Mixk‖2 ．为了应用非线性函数内部信息，首先给出一个贝努力分布变量的定义:

α1 ( k) =
1， ‖h( i，xk ) ‖2 ≤‖Nixk‖2，

0， ‖Nixk‖2 ≤‖h( i，xk ) ‖2 ≤‖Mixk‖2
{ ，

α2 ( k) = 1 － α1 ( k) ，

( 2)

其中，trace( Mi ) ≥ trace( Ni ) ，α1 ( k) 和 α2 ( k) 具有如下数值特征: Prob{ α1 ( k) = 1} = 珔α1，Prob{ α2 ( k) =
1} = 珔α2 = 1 － 珔α1 ．依据上面的定义，小非线性函数和大非线性函数分别定义为:

h1 ( i，xk ) =
h( i，xk ) ， α1 ( k) = 1，

0， α1 ( k) = 0{ ，

h2 ( i，xk ) =
h( i，xk ) ， α2 ( k) = 1，

Nixk， α2 ( k) = 0{ ．
( 3)

因此，非线性函数 h( i，xk ) 可以表示为
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h( i，xk ) = ∑
2

i = 1
αi ( k) hi ( i，xk ) ． ( 4)

在文献［1，9］中使用的非线性函数可以认为是本文的一种特例，即令 α1 ( k) = 0．在文献［2，10］中定
义的随机发生的非线性函数可以由( 4) 中令 h1 ( i，xk ) ≡ 0 得到，也可以认为是( 4) 的一种特例．
设计如下控制器，uk = K( rk ) xk，其中 Ki ( rk = i∈ Ω) 是需要设计的控制器增益． 将该控制器带入式

( 1) 中可以得到:

xk+1 = ( Ai + ΔAi + BiKi ) xk + Eiωk +∑
2

l = 1
αl ( k) hl ( i，xk ) ，

zk = Cixk + Diωk ．
( 5)

2 稳定性分析和 H∞ 控制器设计

本文的目的是设计一种 H∞ 控制器来镇定部分转移概率未知的非线性马尔科夫跳变系统．

定理1 如果存在矩阵变量 Xi ＞ 0，T i ＞ 0和变量 εi ＞ 0使得下列不等式成立，则系统 ( 5) 均方渐近
稳定:

Π11 ＊ ＊ ＊ ＊
Ci － I ＊ ＊ ＊

槡2WiAi 0 － χi ＊ ＊

Π14 0 0 Π44 *

Π15 0 0 0 Π

















55

＜ 0， Ti ＜ εi I， ( 6)

其中，Π11 = diag{ － X－1
i ，－ γ2 I，－ α1Ti，－ α2Ti} ， χi = diag{ Xk1，…，Xkm，Xkm+1

，…，XkN} ，

Ci = ［Ci Di 0 0］，Wi = ［Wk
i Wuk

i ］， Wuk
i = ［ 1 － πi槡 k I … 1 － πi槡 k I］T，

Wi
k = ［ πi，k槡 1

I … πi，k槡 m
I］T， Ai = ［Ai + BiKi Bωi 0 0］，

Π14 =
0 0 2α槡 1Wi 0

0 0 0 2α槡 2W
[ ]

i

， Π15 = α槡 1εiN
T
i 0 0 0

0 α槡 2εiM
T
i

[ ]
0 0
，

Π44 = diag{ － χi，－ χi} ， Π55 = diag{ － εi I，－ εi I} ．
证明 构造如下李雅普诺夫泛函 V( k，xk ) = xT

k P( rk ) xk，对 rk = i且 rk+1 = j．对李雅普诺夫泛函求差
分并求取期望，可得:

E{ ΔV( k，xk ) + zTk zk － γ2ωT
kωk} ≤ {E xT

k+1 ∑
j∈Ωik

πijPj + ( 1 － πk
i )∑

j∈Ωiuk

P( )j xk+1 －

xT
k Pixk + zTk zk － γ2ωT

kω }k = E{ xT
k+1 珔Pixk+1 － xT

k Pixkz
T
k zk － γ2ωT

kωk} ．

其中，Pi =∑
i∈Ωik

πijPj + ( 1 － πk
i )∑

j∈Ωiuk

Pj，π
k
i =∑

j∈Ωik

πij，E{ x
T
k+1 珔Pixk+1 } = E{ ζTk A

T
i 珔PiAiζk + 2ζTk A

T
i 珔Pi∑

2

l = 1
αlhl ( i，

xk ) +∑
2

l = 1
αlh

T
l ( i，xk ) 珔Pihl ( i，xk ) } ．

由 h1 ( i，xk ) 和 h2 ( i，xk ) 的定义并结合 ( 6) 可以得到:
α1εix

T
k N

T
i Nixk － α1h

T
1 ( i，xk ) T ih1 ( i，xk ) ≥ 0，

α2εix
T
k M

T
i Mixk － α2h

T
2 ( i，xk ) T ih2 ( i，xk ) ≥ 0．

( 7)

由以上推导可得:

E{ ΔV( k，xk ) + zTk zk － γ2ωT
kωk} ≤ E{ ζTk［Π + AT

i珔PAi + CT
i Ci］ζk} ．

其中，珔Pi 可以写成 珔Pi = WiχiW
T
i ．

应用 Schur 不等式，可从式( 6) 得到 E{ ΔV( k，xk ) + zTk zk － γ2ωT
k ωk} ≤－ δ‖xk‖

2，其中 δ =
inf{ λmin ( Π + 2AT

i 珔PAi + CT
i Ci ) } ，在零初始条件下，可以得到如下不等式:
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E{∑
∞

k = 0
‖zk‖

2 } ≤ γ2E{∑
∞

k = 0
‖ωk‖

2 } ．

定理得证．
需要指出的是，本文的方法可以应用到转移概率完全已知和完全未知的情况． 当转移概率完全已知

时，令定理 1中珔Pi =∑
j∈Ω

πijPj，Wi = πi槡 1 I πi槡 2 I … π槡 iN[ ]I ，马尔科夫跳变系统就变成文献［11］中

考虑的转移概率完全已知的情况．当转移概率完全未知时，在定理 1中令珔Pi = Pj，Wi = I I …[ ]I ．由

此可见，转移概率完全已知和完全未知的情况可以认为是本文所考虑情况的一种特例．
基于定理 1，可以得到如下结论．
定理 2 对给定 εi ＞ 0和 γ，如果存在矩阵变量 T i ＞ 0，Xi ＞ 0，Y i 使得下述不等式成立，则系统 ( 5)

均方渐近稳定:

Π̂11 ＊ ＊ ＊ ＊
Ĉi － I ＊ ＊ ＊

槡2WiÂi 0 － χi ＊ ＊

Π14 0 0 Π44 *

Π̂15 0 0 0 Π

















55

＜ 0， T i ＜ εi I， ( 8)

其中，̂Π11 = diag{ － Xi，－ γ2 I，－ α1T i，－ α2T i} ，̂Ci = ［CiXi Di 0 0］，

Âi = AiXi + BiY i Bωi[ ]0 0 ， Π̂15 =
α槡 1εiN

T
i Xi 0 0 0

0 α槡 2εiM
T
i

[ ]0 0
．

证明 在不等式( 6) 两边左乘并且右乘 diag{ Xi，I，…，I} 并令 Y i = KiX
－1
i 可得( 8) ．

当处理含有未知转移概率的马尔科夫跳变系统时，文献［3，6］中的作者忽略了如下信息，即在转移概

率矩阵中的每一行中，已知转移概率的和与未知转移概率的和为 1，即∑
j∈Ωiuk

πij = 1 －∑
j∈Ωik

πij ．本文充分利用

了该信息，可以得到更好的控制性能．

为便于比较，给出忽略关系式∑
j∈Ωiuk

πij = 1 －∑
j∈Ωik

πij 时的结果．

推论 1 如果存在矩阵变量 T i ＞ 0，Xi ＞ 0，Y i 使得下属不等式成立，则系统 ( 5) 均方渐近稳定
Π̂11 ＊ ＊ ＊ ＊
Ĉi － I ＊ ＊ ＊

槡2珦WiÂi 0 － χi ＊ ＊
珦Π14 0 0 Π44 *

Π̂15 0 0 0 Π

















55

＜ 0， T i ＜ εi I， ( 9)

其中

珦Π14 =
2α槡 1珦WiXi

2α槡 2珦WiX
[ ]

i

， 珦Wi =
πi，k槡 1

I … πi，k槡 m
[ ]I ， j∈ Ωi

k，

1 － π槡 k
i I … 1 － π槡 k

i[ ]I ， j∈ Ωi
uk

{ ．

3 仿真实例
考虑如下带有 4 个模态的马尔科夫跳变系统，系统参数为

A1 = 0. 72 － 0. 40[ ]0. 81 0. 81
，A2 = 0. 18 － 0. 26[ ]0. 81 0. 13

，A3 = － 0. 53 － 0. 81[ ]0. 81 0. 47
，A4 = 1. 07 － 0. 18[ ]0. 81 0. 29

，

B1 = － 0. 3[ ]1. 6
，B2 = 0. 5[ ]0. 8

，B3 = 0. 5[ ]0. 2
，B4 = － 0. 7[ ]0. 2

，
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Bω1 = 0. 1[ ]0. 2
，Bω2 = 0. 2

－[ ]0. 1
，Bω3 = 0. 3[ ]0. 2

，Bω4 = 0. 1[ ]0. 4
，C1 = ［0. 2 0. 5］，

C2 = ［－ 0. 3 0. 7］，C3 = ［0. 2 － 0. 5］，C4 = ［0. 2 0. 1］，Di = 0． 1，i = 1，2，3，4．
转移概率矩阵为

π =

0. 3 0. 2 0. 1 0. 4
? 0. 2 0. 3 ?
? 0. 4 ? 0. 3











0. 2 0. 2 0. 1 0. 5

，

即 π21，π24，π31，π33 完全未知．本例中可调参数取值为 εi = 80{ i = 1，2，3，4} ．首先不考虑非线性扰动的影
响，应用定理 2 和推论 1，可以分别求得系统的最小 H∞ 指标 γmin = 0. 68( 定理 2) 和 γmin = 1． 15( 推论 1) ．
注意到定理 2 和推论 1 唯一的区别就是定理 2 充分利用了未知转移概率和已知转移概率的关系，即 π21 +
π24 = 1 － π22 － π23 = 0. 5，π31 + π33 = 1 － π32 － π34 = 0. 3，而在推论 1中这些信息则被忽略了．因此，利
用这些信息可以得到更好的控制性能．
以下研究非线性函数在不同约束界内取值的概率分布信息对系统的影响，所涉及到的参数为 Ni =

diag{ 0. 05，0. 05} ，Mi = diag{ 0. 16，0. 16} ．
首先假定不考虑非线性函数随机分布信息的影响，跟现有文献的方法一样，只利用系统的上界函数，

即令 α1 = 0，α2 = 1，利用定理 1得到系统的最小 H∞ 指标 γmin = 10. 20，利用推论 1则得不到可行解．当利
用非线性函数的随机分布信息时，对 α1 取不同的值，可以得到表 1 中的结果．

表 1 不同概率取值下定理 2 和推论 1 得到的 γmin
Table 1 The obtained γmin by theorem 2 and

corollary 1 under deferent α1

α1 1 0. 8 0. 6 0. 4 0. 2 0. 0

定理 2 1. 22 1. 84 2. 30 2. 72 3. 77 10. 20
推论 1 2. 21 3. 39 4. 25 5. 17 7. 49 无解

从表 1 可以看出，当非线性函数在不同的约束界下发生的
概率已知时，利用这些信息，可以得到很好的控制效果．此外，还
可看出，小非线性的取值概率越大，所得到的系统性能越好．从
表 1 中的推论 1 的结果还可得知，如果不利用这些概率分步信
息而只利用非线性函数的上界信息，有可能导致系统无可行解．
从上面的数值例子可以看出，非线性函数概率分布信息的利用

能够极大地改善系统的控制效果．

4 结论
本文研究了部分转移概率未知的非线性马尔科夫跳变系统的控制问题．非线性函数的一种新特性在

本文中被首次使用，即该函数在不同约束界下发生的概率分布信息，这些信息的利用使得非线性函数更接

近实际遇到的非线性，应用这些信息可得到更具一般性的马尔科夫跳变系统的系统模型．本文的另一贡献
是充分利用了转移概率中已知部分和未知部分之间的关系，并将其应用到最终得到的结果中去．利用李雅
普诺夫函数法和线性矩阵不等式方法，本文得到了使得马尔科夫跳变系统均方渐近稳定的条件．该条件以
线性矩阵不等式的形式给出，并可以用 Matlab 中的工具箱加以求解．文章最后给出的数值算例可以很好
地说明本文所提方法的有效性和非线性函数新特性的重要作用．
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