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单一驱动多响应分数阶混沌系统的完全同步

黄雯迪ꎬ闵富红

(南京师范大学电气与自动化工程学院ꎬ江苏 南京 ２１００４２)

[摘要] 　 基于复杂的分数阶异构系统同步问题ꎬ采用完全同步控制法设计非线性控制器ꎬ从而实现用一个新型

的三维分数阶混沌系统ꎬ同时驱动整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统和分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统. 利用分数阶稳定性定理对所

设计的控制器给予理论证明ꎬ并通过数值仿真验证了方案的有效性.
[关键词] 　 分数阶混沌系统ꎬ同步ꎬ不等阶ꎬ完全同步控制
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自 １９９０ 年美国海军实验室的 Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌ 提出了一种混沌同步方法并在电路实验中首次观察到

混沌现象以来ꎬ混沌系统的同步控制就成为非线性科学研究领域的一个热门话题[１] . 混沌同步ꎬ主要就是

运用各种控制方法ꎬ通过设计合适的同步控制器ꎬ实现多个不同的混沌系统同步. 关于混沌同步的研究ꎬ
各国学者已取得相当丰富的研究成果ꎬ提出了许多同步方法ꎬ这些方法在研究初期广泛适用于整数阶混沌

系统同步.
随着分数阶混沌系统在信息安全和信号处理的潜在应用价值越来越大ꎬ对于分数阶混沌系统同步的

研究获得了广泛的关注[２－５] . 目前ꎬ大多数的分数阶混沌系统同步方式是通过控制系统系数矩阵的特征值

使其在一定范围内实现控制ꎬ但由于非线性系统的系数矩阵通常是含有变量的非定常矩阵ꎬ要想求其特征

值难度较大. 文献[２]根据整数阶混沌系统的自适应同步方法ꎬ利用单一控制器实现了分数阶混沌系统的

自适应同步. 文献[３]基于线性系统的稳定判定准则ꎬ将整数阶系统投影同步扩展到分数阶系统ꎬ通过对

分数阶 Ｃｈｅｎ 系统、分数阶 Ｌü 系统和分数阶类 Ｌｏｒｅｎｚ 系统投影同步的数值模拟ꎬ验证了此控制方法的有

效性.
以上文献中的同步方法都是针对两个同结构的分数阶混沌系统ꎬ在实际工程应用中ꎬ大多数的混沌系

统同步存在于两个异构系统ꎬ甚至是不同阶、不同维数的两个分数阶混沌系统ꎬ因此ꎬ异构混沌系统之间的

同步控制必将成为研究的热点. 文献[６]在参数已知的情况下采用主动控制方法实现了两个混沌系统的

同步与反同步ꎬ并在驱动系统与相应系统参数未知的情况下ꎬ基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论和自适应控制方

法ꎬ给出了自适应控制器和参数自适应律ꎬ最终通过数值模拟验证了方法的有效性. 文献[７]利用主动控
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制技术实现分数阶 Ｌｉｕ 混沌系统与分数阶统一混沌系统的异结构同步ꎬ方法简单ꎬ同步速度很快. 文献

[８]在文献[７]的基础上研究了维数不同、分数阶阶次不相同情况下的同步问题ꎬ利用分数阶系统稳定性

理论和非线性动力学理论ꎬ构造出相应的非线性控制器ꎬ实现了三维分数阶混沌系统和四维分数阶混沌系

统之间的完全同步和反同步.
尽管在分数阶混沌系统的同步控制研究方面已取得了一定的成果ꎬ但关于分数阶混沌系统与整数阶

混沌系统之间的同步研究还处于初步阶段. 文献[９]基于追踪思想ꎬ利用反馈控制法实现了三维分数阶

Ｃｈｅｎ 系统和三维整数阶 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统之间的混沌同步ꎬ通过理论分析和数值模拟证明了该方法的有效

性. 然而分数阶混沌系统与整数阶混沌系统之间的同步不仅仅存在于相同维数环境下ꎬ当两个系统维数

不同、结构不同时ꎬ如何快速有效地实现同步ꎬ仍是一个亟待解决的问题.
基于以上情况ꎬ本文提出一种新的混沌同步形式ꎬ即利用单个分数阶混沌系统同时控制两个混沌系

统. 采取完全同步控制法ꎬ令一种新型三维分数阶系统为驱动系统ꎬ响应系统分别为四维分数阶超混沌

Ｌｏｒｅｎｚ 系统和二维整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统ꎬ利用分数阶稳定性理论设计出合适的非线性控制器ꎬ并应用仿真

软件最终实现了 ３ 个异构系统的完全同步.

１　 控制方法描述

１.１　 完全同步控制法

本文采用的同步控制方法为完全同步控制法[８]ꎬ即假设存在如下式所示的分数阶驱动系统和响应

系统:
ｄｑｘ
ｄｔｑ

＝ ｆ( ｔꎬｘ)ꎬ (１)

ｄｑｙ
ｄｔｑ

＝ｇ( ｔꎬｙ)－ｕ( ｔꎬｘꎬｙ) 　 (０<ｑ≤１)ꎬ (２)

式中ꎬｕ( ｔꎬｘꎬｙ)是非线性控制器.
定义两个系统的同步误差为:ｅ( ｔ)＝ ｙ－ｘꎬ则误差系统方程为:

ｄｑｅ
ｄｔｑ

＝ｄｑｙ
ｄｔｑ

－ｄ
ｑｘ

ｄｔｑ
. (３)

若ｌｉｍ
ｔ→∞

‖ｅ( ｔ)‖＝０ꎬ则系统(１)和系统(２)被称为完全状态同步.

１.２　 分数阶稳定性分析

文献[１０]详细研究了分数阶线性系统的稳定性问题ꎬ给出了判断分数阶系统稳定性的充要条件.

图 １　 α阶线性系统的稳定区域

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｒｅａ ｏｆ ｔｈｅ α
ｏｒｄｅｒ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

引理 １　 考虑自治系统(４)
ｄαｘ
ｄｔα

＝Ａｘꎬ (４)

式中ꎬｘ∈Ｒｎ(ｎ∈Ｎ)ꎬＡ∈Ｒｎ×ｎ .
(１)当系统(４)是渐近稳定的ꎬ当且仅当对矩阵

Ａ 的任意特征值 λꎬ ｜ ａｒｇ(λ) ｜ >απ / ２ 都成立ꎻ
(２)当系统(４)是稳定的ꎬ当且仅当对矩阵 Ａ 的

任意特征值 λꎬ ｜ ａｒｇ(λ) ｜≥απ / ２ 都成立.
α阶线性系统的稳定区域如图 １ 所示. 对于分

数阶非线性系统ꎬ若其在平衡点处的雅克比矩阵的

所有特征值都在稳定区域内ꎬ则该平衡点为稳定平

衡点.
虽然引理 １ 可用以判定分数阶线性系统的稳

定性ꎬ但由于非线性系统系数矩阵 Ａ 中通常含有状

态变量ꎬ分数阶非线性系统不能直接采用此引理.
针对这一问题ꎬ文献[１１]将该引理进行了推广ꎬ提

—２—
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出了基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程的分数阶系统稳定性判定定理.
引理 ２　 对于分数阶系统(４)ꎬ当阶数 α<１ 时ꎬ若系统的系数矩阵 Ａ 满足 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程ꎬ即存在实对

称正定矩阵 Ｐꎬ半正定矩阵 Ｑ 使得方程 ＡＨＰ＋ＰＡ＝ －Ｑ 对于任意的状态变量 Ｘ恒成立ꎬ则分数阶系统(４)渐
近稳定.

文献[１１]提出了该引理ꎬ并对其进行了严格的数学证明ꎬ此引理既适用于判定分数阶线性系统ꎬ也适

用于判定分数阶非线性系统的稳定性. 文献[８]在引理 ２ 的基础上提出了适用于异构分数阶混沌系统完

全同步的定理 １.
定理 １　 选取适合的非线性控制器ꎬ对于分数阶误差系统式(３)ꎬ当 ０<ｑ≤１ 时ꎬ若存在正定矩阵 Ｐ 使

函数 Ｊ＝ ｅＴＰ ｄｑｅ
ｄｔｑ

≤０ 恒成立ꎬ则分数阶误差系统式(３)的状态变量 ｅ＝[ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅｎ] Ｔ 在系统平衡点处渐近

稳定ꎬ即实现了分数阶系统的完全同步.
证明　 由引理 ２ 可知 ＡＨＰ＋ＰＡ＝ －Ｑ 成立ꎬ若分数阶误差系统稳定ꎬ则推出下式:

ｅＴ(ＡＨＰ＋ＰＡ)ｅ＝ －ｅＴＱｅ. (５)
因为矩阵 Ｑ 为半正定矩阵ꎬ故对任意的误差状态变量 ｅ 均可满足:

ｅＴ(ＡＨＰ＋ＰＡ)ｅ＝ －ｅＴＱｅ≤０. (６)

将
ｄｑｅ
ｄｔｑ

＝Ａｅ 代入式(６)可得:

ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｐｅ＋ｅＴＰ
ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０. (７)

由引理 ２ 可知矩阵 Ｐ 为实对称正定矩阵ꎬ故有:
ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｐｅ＋ｅＴＰ
ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ｅＴＰ

ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０ꎬ (８)

即:

Ｊ＝ ｅＴＰ
ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０. (９)

上述证明过程是由引理 ２ 推导到定理 １ꎬ由于引理 ２ 成立ꎬ则定理 １ 成立. 以下将以定理 １ 为理论依

据ꎬ分别对 ３ 个系统逐一分析ꎬ确定适合完全同步控制法的非线性控制器ꎬ并模拟同步结果.

２　 单一驱动多个响应同步控制方法设计

２.１　 驱动系统与响应系统介绍

本文是以一个驱动系统同时控制两个响应系统. 驱动系统为一种新型的三维分数阶混沌系统ꎬ该系

统具有 ３ 个非线性项ꎬ与分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ 系统、分数阶 Ｃｈｅｎ 系统和分数阶 Ｌü 系统的拓扑结构不同ꎬ其数学

模型如式(１０)所示[１２]:
ｄαｘ１
ｄｔα

＝ －ａｘ１－２ｘ２ｘ２３ꎬ

ｄαｘ２
ｄｔα

＝ ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３ꎬ

ｄαｘ３
ｄｔα

＝ －ｃｘ３＋５ｘ２２ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１０)

式中ꎬｘ１( ｔ)、ｘ２( ｔ)、ｘ３( ｔ)为分数阶三维系统的状态变量ꎬα为分数阶阶次ꎬ取 α＝ ０.９８. 当取系统参数(ａꎬｂꎬ
ｃ)＝ (２８ꎬ１２ꎬ１０)ꎬ系统吸引子处于混沌态ꎬ如图 ２ 所示.

两个响应系统分别为整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统[１３]和分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统[１４ꎬ１５] .
整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统方程可表示为:

—３—
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ｄｘ
ｄｔ

＝ ｙꎬ

ｄｙ
ｄｔ

＝ －ｋｙ＋ｘ－ｘ３＋ｒｃｏｓ(ωｔ) .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

式中ꎬｘ( ｔ)ꎬｙ( ｔ)为 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的状态变量. 当取系统参数(ｋꎬｒꎬω)＝ (０.３ꎬ０.４ꎬ１.２)时ꎬ系统吸引子处于混

沌态ꎬ如图 ３ 所示.

图 ２　 新型三维分数阶系统吸引子

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ ｎｅｗ ３￣Ｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｓｙｓｔｅｍ
图 ３　 整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统吸引子

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ￣ｏｒｄｅｒ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

图 ４　 分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统吸引子相图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ
ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ

分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统方程可表示为:
ｄβｙ１
ｄｔβ

＝ａ１(ｙ２－ｙ１)＋ｙ４ꎬ

ｄβｙ２
ｄｔβ

＝ ｃ１ｙ１－ｙ２－ｙ１ｙ３ꎬ

ｄβｙ３
ｄｔβ

＝ ｙ１ｙ２－ｂ１ｙ３ꎬ

ｄβｙ４
ｄｔβ

＝ －ｙ２ｙ３－ｒ１ｙ４ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１２)

式中ꎬｙ１(ｔ)、ｙ２(ｔ)、ｙ３(ｔ)、ｙ４(ｔ)为超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的状态变

量ꎬβ 为分数阶阶次ꎬ取 β ＝ ０.９９. 当取系统参数(ａ１ꎬｂ１ꎬｃ１ꎬ

ｒ１)＝ １０ꎬ ８
３
ꎬ２８ꎬ１æ

è
ç

ö

ø
÷ 时ꎬ系统吸引子处于混沌态ꎬ如图 ４ 所示.

２.２　 控制器设计及证明

由上文可知ꎬ当驱动系统为一个三维自治系统时ꎬ若要同步一个二维非自治系统ꎬ通常会先把非自治

系统转化为自治系统ꎬ然后再进行控制器的设计与证明.
将 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统转换为自治系统ꎬ模型中的参数与式(１１)中的一一对应ꎬ则受控的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统方

程为:
ｄｚ１
ｄｔ

＝ ｚ２－ｕ１( ｔ)ꎬ

ｄｚ２
ｄｔ

＝ －ｋｚ２＋ｚ１－ｚ３１＋ｒｃｏｓｚ３－ｕ２( ｔ)ꎬ

ｄｚ３
ｄｔ

＝ω－ｕ３( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１３)

同样地ꎬ利用驱动系统控制分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的前三项ꎬ则受控的分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统

方程为:

—４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｄβｙ１
ｄｔβ

＝ａ１(ｙ２－ｙ１)＋ｙ４－ｕ４( ｔ)ꎬ

ｄβｙ２
ｄｔβ

＝ ｃ１ｙ１－ｙ２－ｙ１ｙ３－ｕ５( ｔ)ꎬ

ｄβｙ３
ｄｔβ

＝ ｙ１ｙ２－ｂ１ｙ３－ｕ６( ｔ)ꎬ

ｄβｙ４
ｄｔβ

＝ －ｙ２ｙ３－ｒ１ｙ４ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１４)

若同步控制中驱动系统与响应系统的阶数分别为 ｐ 和 ｑꎬ且 ０<ｐꎬｑ≤１ꎬｐ≠ｑꎬ结合本文中的式(１)、式
(２)和式(３)可以得到结论 １[１６]:

ｄｑｅ
ｄｔｑ

＝ｄｑｙ
ｄｔｑ

－ｄ
ｑｘ

ｄｔｑ
＝ｄｑｙ
ｄｔｑ

－ ｄ(ｑ－ｐ)

ｄｔ(ｑ－ｐ)
ｄｐｘ
ｄｔｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１５)

结合以上结论对原驱动系统等式两边同时求导可得:
ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
ｄ０.９８ｘ１
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)＝

ｄｘ１
ｄｔ

ꎬ

ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
ｄ０.９８ｘ２
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)＝

ｄｘ２
ｄｔ

ꎬ

ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
ｄ０.９８ｘ３
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２)＝

ｄｘ３
ｄｔ
.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１６)

ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
ｄ０.９８ｘ１
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)＝

ｄ０.９９ｘ１
ｄｔ０.９９

ꎬ

ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
ｄ０.９８ｘ２
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)＝

ｄ０.９９ｘ２
ｄｔ０.９９

ꎬ

ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
ｄ０.９８ｘ３
ｄｔ０.９８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２)＝

ｄ０.９９ｘ３
ｄｔ０.９９

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１７)

则原先阶次不等的分数阶系统同步问题就被转化为 ３ 个相同阶次的异构系统同步问题.
令系统误差ｅ１ ＝ ｚ１－ｘ１ꎬｅ２ ＝ ｚ２－ｘ２ꎬｅ３ ＝ ｚ３－ｘ３ꎬｅ４ ＝ ｙ１－ｘ１ꎬｅ５ ＝ ｙ２－ｘ２ꎬｅ６ ＝ ｙ３－ｘ３ꎬ结合误差系统方程式(３)和

式(１５)可推出同步误差方程:
ｄｅ１
ｄｔ

＝ ｚ２－ｕ１( ｔ)－
ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)ꎬ

ｄｅ２
ｄｔ

＝ －ｋｚ２＋ｚ１－ｚ
３
１＋ｒｃｏｓ( ｚ３)－ｕ２( ｔ)－

ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)ꎬ

ｄｅ３
ｄｔ

＝ω－ｕ３( ｔ)－
ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２)ꎬ

ｄ０.９９ｅ４
ｄｔ０.９９

＝ ａ１(ｙ２－ｙ１)＋ｙ４－ｕ４( ｔ)－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)ꎬ

ｄ０.９９ｅ５
ｄｔ０.９９

＝ ｃ１ｙ１－ｙ２－ｙ１ｙ３－ｕ５( ｔ)－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)ꎬ

ｄ０.９９ｅ６
ｄｔ０.９９

＝ ｙ１ｙ２－ｂ１ｙ３－ｕ６( ｔ)－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１８)

非线性同步控制器的设计可表达为:

—５—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｕ１( ｔ)＝ ｘ２＋２ｅ２－
ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)ꎬ

ｕ２( ｔ)＝ －ｋｘ２＋ｘ１－ｚ
３
１＋ｒｃｏｓ( ｚ３)－

ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)ꎬ

ｕ３( ｔ)＝ ω－
ｄ０.０２

ｄｔ０.０２
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２)ꎬ

ｕ４( ｔ)＝ ａ１ｙ２－ａ１ｘ１＋ｙ４－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ａｘ１－２ｘ２ｘ

２
３)ꎬ

ｕ５( ｔ)＝ ｃ１ｙ１－ｙ１ｙ３－ｘ２－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(ｂｘ２＋１０ｘ１ｘ３)ꎬ

ｕ６( ｔ)＝ ｙ１ｙ２－ｂ１ｘ３－
ｄ０.０１

ｄｔ０.０１
(－ｃｘ３＋５ｘ

２
２) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１９)

则可由式(１８)、式(１９)得到同步误差方程:
ｄｅ１
ｄｔ

＝ －ｅ２ꎬ

ｄｅ２
ｄｔ

＝ －ｋｅ２＋ｅ１ꎬ

ｄｅ３
ｄｔ

＝ ０ꎬ

ｄｅ４
ｄｔ

＝ －ａ１ｅ４ꎬ

ｄｅ５
ｄｔ

＝ －ｅ５ꎬ

ｄｅ６
ｄｔ

＝ －ｂ１ｅ６ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２０)

根据定理 １ 构造 Ｊ函数式可得:

Ｊ＝ ｅＴＰ
ｄｑｅ
ｄｔｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝[ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３ꎬｅ４ꎬｅ５ꎬｅ６]

５ ０ ０ ０ ０ ０
０ ５ ０ ０ ０ ０
０ ０ ５ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

[
ｄｅ１
ｄｔ

ꎬ
ｄｅ２
ｄｔ

ꎬ
ｄｅ３
ｄｔ

ꎬ
ｄｅ４
ｄｔ

ꎬ
ｄｅ５
ｄｔ

ꎬ
ｄｅ６
ｄｔ

] ＝

－５ｅ１ｅ２－５ｋｅ２２＋５ｅ１ｅ２－ａ１ｅ２４－ｅ２５－ｂ１ｅ２６≤０ꎬ
则可证明存在一个正定矩阵 Ｐ 使函数 Ｊ≤０ 恒成立ꎬ且由于分数阶误差系统(式(２０))的平衡点为(０ꎬ０ꎬ０ꎬ
０ꎬ０ꎬ０)ꎬ故同步误差 ｅ１ꎬｅ２ꎬｅ３ꎬｅ４ꎬｅ５ꎬｅ６ 随着时间渐近趋于零. 综上所述ꎬ在非线性控制器(式(１９))的作用

下ꎬ新型三维分数阶系统(式(１０))和整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统(式(１１))、分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统(式(１２))
在对应的时间序列可以达到完全同步.

３　 数值仿真

采用 Ｍａｔｌａｂ２０１３ａ 仿真软件对方案进行数值模拟ꎬ驱动系统与响应系统方程的参数取值与上文中

的式(１０)、式(１１)和式(１２)对应一致. 选取驱动系统初值为:(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)＝ (０.１ꎬ０.１ꎬ０.１)ꎬ响应系统初

值为:( ｚ１ꎬｚ２ꎬｚ３)＝ (０.１ꎬ０.２ꎬ０)ꎬ( ｙ１ꎬｙ２ꎬｙ３ꎬｙ４) ＝ ( １ꎬ１ꎬ１ꎬ１)ꎬ并控制仿真时间为 ２０ ｓꎬ设置步长为

０.００５ꎬ最终得到同步误差曲线如图 ５ 所示ꎬ图中分别表征的是同步误差 ｅ１、ｅ２、ｅ３、ｅ４、ｅ５、ｅ６ 随时间的增

大逐渐趋于零的过程. 由此可知ꎬ在控制器的作用下ꎬ可以实现 ３ 个不同维数且不同阶次的分数阶混沌

系统同步.

—６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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图 ５　 同步误差 ｅ１、ｅ２、ｅ３、ｅ４、ｅ５、ｅ６ 随时间的演化图

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

４　 结语

本文在传统分数阶混沌系统同步的基础上ꎬ提出一种新的同步形式ꎬ即以一个新型分数阶混沌系统ꎬ
同时驱动整数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统和分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统ꎬ且各系统的维数、分数阶阶次均不相同. 根据分

数阶微分相关理论ꎬ将阶次不等的分数阶系统转化为相同阶次的分数阶异构系统ꎬ并以分数阶稳定性定理

为依据设计合适的非线性控制器ꎬ最终实现了 ３ 个系统的完全同步. 文中所提到的同步形式可继续延伸

至更多个系统的完全同步ꎬ这为分数阶异构系统的网络化同步提供了理论依据.

[参考文献](Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ)

[１] 　 Ｐｅｃｏｒａ Ｌ ＭꎬＣａｒｒｏｌｌ Ｔ Ｌ. Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ Ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ] . Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓꎬ１９９０ꎬ６４(８):８２１－８２４.
[２] 张若洵ꎬ杨洋ꎬ杨世平ꎬ等. 分数阶统一混沌系统的自适应同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２００９ꎬ５８(９):６ ０３９－６ ０４４.

Ｚｈａｎｇ ＲｕｏｘｕｎꎬＹａｎｇ ＹａｎｇꎬＹａｎｇ Ｓｈｉｐｉｎｇꎬｅｔ ａｌ. Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｕｎｉｆｉｅｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ[ Ｊ] .
Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００９ꎬ５８(９):６ ０３９－６ ０４４.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[３] 王兴元ꎬ贺毅杰. 分数阶统一混沌系统的投影同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２００８ꎬ５７(３):１ ４８５－１ ４９２.
Ｗａｎｇ ＸｉｎｇｙｕａｎꎬＨｅ Ｙｉｊｉｅ. Ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｕｎｉｆｉｅｄ ｓｙｓｔｅｍ[ Ｊ] . Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００８ꎬ
５７(３):１ ４８５－１ ４９２.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[４] 胡建兵ꎬ韩焱ꎬ赵灵冬. 基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方程的分数阶混沌系统同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２００８ꎬ５７(１２):７ ５２２－７ ５２５.
Ｈｕ ＪｉａｎｂｉｎｇꎬＨａｎ Ｙａｎꎬ Ｚｈａｏ Ｌｉｎｇｄｏｎｇ. Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｉｎｇ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎ [ Ｊ] . Ａｃｔａ
Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００８ꎬ５７(１２):７ ５２２－７ ５２５.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[５] 曹鹤飞ꎬ张若洵. 基于滑模控制的分数阶混沌系统的自适应同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２０１１ꎬ６０(５):１２１－１２５.
Ｃａｏ ＨｅｆｅｉꎬＺｈａｎｇ Ｒｕｏｘｕｎ. Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｖｉａ ｓｌｉｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｃｏｎｔｒｏｌ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ
Ｓｉｎｉｃａꎬ２０１１ꎬ６０(５):１２１－１２５.(ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[６] 蔡娜ꎬ井元伟ꎬ张嗣瀛ꎬ等. 不同结构混沌系统的自适应同步和反同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２００９ꎬ５８(２):８０２－８１３.
Ｃａｉ ＮａꎬＪｉｎｇ ＹｕａｎｗｅｉꎬＺｈａｎｇ Ｓｉｙｉｎｇꎬｅｔ ａｌ. Ａｄａｐｔｉｖｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎｔｉ￣ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｊ] .
Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００９ꎬ５８(２):８０２－８１３.(ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[７] 张成芬ꎬ高金峰ꎬ徐磊ꎬ等. 分数阶 Ｌｉｕ 系统与分数阶统一系统中的混沌现象及二者的异结构同步[ Ｊ] . 物理学报ꎬ
２００７ꎬ５６(９):５ １２４－５ １３０.
Ｚｈａｎｇ ＣｈｅｎｇｆｅｎꎬＧａｏ ＪｉｎｆｅｎｇꎬＸｕ Ｌｅｉꎬｅｔ ａｌ. Ｃｈａｏｓ ｉｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ Ｌｉｕ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｕｎｉｆｉｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ
ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｍ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００７ꎬ５６(９):５ １２４－５ １３０.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[８] 董俊ꎬ张广军ꎬ姚宏ꎬ等. 分数阶异结构超混沌系统完全同步与反相同步控制[Ｊ] . 动力学与控制学报ꎬ２０１４(２):１１９－１２６.

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 １５ 卷第 ２ 期(２０１５ 年)

Ｄｏｎｇ ＪｕｎꎬＺｈａｎｇ ＧｕａｎｇｊｕｎꎬＹａｏ Ｈｏｎｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎｔｉ￣ｐｈａｓｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｆｒａｃｔｉｏｐｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｈｙｐｅｒ￣ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ２０１４(２):１１９ － １２６.
( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[９] 周平ꎬ邝菲. 分数阶混沌系统与整数阶混沌系统之间的同步[Ｊ] . 物理学报ꎬ２０１０ꎬ５９(１０):６ ８５１－６ ８５８.
Ｚｈｏｕ ＰｉｎｇꎬＫｕａｎｇ Ｆｅｉ. Ｓｙｎｃｈｒｏｎｚａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ￣ｏｒｄｅｒ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｉｎｔｅｇｅｒ ｏｒｄｅｒｓ[ Ｊ] . Ａｃｔａ
Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２０１０ꎬ５９(１０):６ ８５１－６ ８５８.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[１０] Ｍａｔｉｇｎｏｎ Ｄ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｓｕｌｔ ｏｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ[Ｃ] / / Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ
ＩＥＥＥ ＳＭＣ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ. ＬｉｌｌｅꎬＦｒａｎｃｅꎬ１９９６:９６３－９６８.

[１１] 胡建兵ꎬ韩焱ꎬ赵灵冬. 一种新的分数阶系统稳定理论及在 ｂａｃｋ￣ｓｔｅｐｐｉｎｇ 方法同步分数阶混沌系统中的应用[ Ｊ] . 物

理学报ꎬ２００９ꎬ５８(４):２ ２３５－２ ２３８.
Ｈｕ ＪｉａｎｂｉｎｇꎬＨａｎ ＹａｎꎬＺｈａｏ Ｌｉｎｇｄｏｎｇ. Ａ ｎｏｖｅｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｉｎ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｉｎｇ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｂａｃｋ￣ｓｔｅｐｐｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００９ꎬ５８(４):２ ２３５－２ ２３８.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[１２] 邵书义. 新型混沌系统的动力学分析、同步控制及应用[Ｄ] . 南京:南京师范大学电气与自动化工程学院ꎬ２０１４.
Ｓｈａｏ Ｓｈｕｙｉ. Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓꎬｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎꎬｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｖｅｌ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ[Ｄ] . Ｎａｎｊｉｎｇ:Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ
Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬＮａｎｊｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ２０１４.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[１３] 王永生ꎬ肖子才ꎬ孙瑾ꎬ等. Ｄｕｆｆｉｎｇ 混沌系统电路仿真研究[Ｊ] . 电路与系统学报ꎬ２００８ꎬ１３(１):１３１－１３５.
Ｗａｎｇ ＹｏｎｇｓｈｅｎｇꎬＸｉａｏ ＺｉｃａｉꎬＳｕｎ Ｊｉｎꎬｅｔ ａｌ. Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｔｈｅ ｃｈａｏｓ ｃｉｒｃｕｉｔ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ[ Ｊ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ２００８ꎬ１３(１):１３１－１３５.

[１４] 王兴元ꎬ王明军. 超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统[Ｊ] . 物理学报ꎬ２００７ꎬ５６(９):１３６－１４１.
Ｗａｎｇ ＸｉｎｇｙｕａｎꎬＷａｎｇ Ｍｉｎｇｊｕｎ. Ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００７ꎬ５６(９):１３６－１４１.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[１５] 魏赟. 分数阶超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统及同步研究[Ｊ] . 太原科技大学学报ꎬ２０１０ꎬ３１(１):７２－７５.
Ｗｅｉ Ｙｕｎ. Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｉｔｓ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔａｉｙｕａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ２０１０ꎬ３１(１):７２－７５.( ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ)

[１６] 郝建红ꎬ宾虹ꎬ张潇ꎬ等. 不确定混沌系统的同步控制及参数辨识[ Ｊ] . 河北师范大学学报:自然科学版ꎬ２０１４ꎬ
３８(１):３０－３５.
Ｈａｏ ＪｉａｎｈｏｎｇꎬＢｉｎ ＨｏｎｇꎬＺｈａｎｇ Ｘｉａｏｙａｎꎬｅｔ ａｌ. Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ[Ｊ] .
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅｂｅｉ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ:Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎꎬ２０１４ꎬ３８(１):３０－３５.

[责任编辑:严海琳]

—８—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉


