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［摘要］ 提出了一种基于二维 Laguerre-FDTD 方法的亚网格技术，该技术是用波动方程法来处理粗细网格边

界 . 运用加权的 Laguerre 多项式作为时域基函数对波动方程中电磁场分量作基函数展开，使用伽辽金方法处

理，消除方程中的时间项，经有限差分后得到无条件稳定的亚网格处理方法 . 数值计算结果证明，在求解含有精

细结构的电磁计算问题上，该算法具有准确性和有效性 .
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Application of Subgridding Algorithm to Two-Dimensional
Laguerre-FDTD Method
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Abstract：A subgridding algorithm in the two-dimensional Laguerre finite-difference time-domain（2-D Laguerre-FDTD）
technique is presented in this paper. The homogeneous travelling wave equation is applied to calculate the tangential
electric fields at the interface. The subgridding technique for Laguerre-FDTD method is used to deal with temporal vari⁃
ables analytically by choosing weighted Laguerre polynomials as basis functions and Galerkin’s method，which is an un⁃
conditional stable method. Numerical results for fine structures are presented to demonstrate the accuracy and efficiency
of the proposed method.
Key words：Laguerre-FDTD，subgridding technique，electromagnetic calculation

时域有限差分（FDTD）方法因能有效模拟电磁波的传播，在分析目标电磁波特性方面得到广泛应用 .
传统的基于显式差分方程的 FDTD 方法为了保证计算数值稳定，其时间步长必须满足柯西稳定性条件

（Courant-Friedrich-Levy condition，CFL）. 当计算模型中存在精细结构时，时间步长的取值变小，求解时间

显著增加 . 为了克服 CFL 限制，国内外学者提出了交叉隐式时域有限差分（ADI-FDTD）和半隐式差分

（CN-FDTD）等无条件稳定的计算方法［1-3］. 上述方法在计算过程中仍然包含时间项，且随着时间步长的增

大，数值色散误差明显增加［4-5］. 2003 年，Chung Y S 提出了 Laguerre-FDTD 方法，使用加权 Laguerre 多项式

作为时域基函数将麦克斯韦方程中的电磁场分量展开，并采用伽辽金方法消除了麦克斯韦方程中的时间

项，从而达到无条件稳定，该方法也因此在求解含有精细结构电磁问题方面得到了广泛的应用［6-7］. 影响

FDTD 方法计算精确度的一个重要因素是网格尺寸的选取，其大小取决于工作频率或波长，一般情况下需

要满足：网格尺寸 d≤λ/10. 对于含有精细结构的电磁计算问题，例如孔缝耦合、薄挡板和涂层等精细结
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构［8-9］，网格尺寸 d 的确定还需要考虑这类精细结构的几何尺寸或介质特性 . 相对于整个计算区域而言，

这些精细结构只是其中的一小部分 . 若依然采用传统的均匀网格剖分技术，势必会消耗大量的计算机资

源，费时费力，因此，亚网格技术应运而生，即精细结构部分采用细网格剖分，其他计算区域采用粗网格剖

分 . 粗细网格分界面上电磁场分量的处理就变得至关重要 . 文献［10-11］中，Zivanovic 和 Prescott 等人利

用波动方程原理来求解粗细网格分界面上的场分量，并将其应用于传统 FDTD. 文献［9，12-14］中，董永绵

等人则进一步研究了波动方程原理及惠更斯原理在传统 FDTD 亚网格技术中的应用及特性分析 . 文献

［15-17］则分别提出了在 ADI-FDTD 方法中采用线性插值和在降维 FDTD 方法中应用波动方程来处理粗

细网格边界，有效降低了内存需求，节省了计算时间 .Laguerre-FDTD 方法具有收敛速度快的优点，然而，

针对 Laguerre-FDTD 亚网格技术的研究未见报道 . 本文的主要工作是将亚网格技术应用到无条件稳定的

Laguerre-FDTD 方法中，推导了粗细网格边界处电磁场分量的 Laguerre-FDTD 迭代式，并分别对双导体直

缝和探地雷达中电磁波的传播进行了仿真计算 . 数值结果证明了采用亚网格技术的 Laguerre-FDTD 方法

的准确性和有效性 .
1 二维TM波Laguerre-FDTD表达式

本文将以二维 TM 波为例，推导 Laguerre-FDTD 迭代表达式 .
在二维均匀无耗媒质中，TM 波的麦克斯韦方程表示如下

∂Hx∂t = - 1
μ
∂Ez∂y ， （1）

∂Hy

∂t = 1
μ
∂Ez∂x ， （2）

∂Ez∂t = 1
ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Hy

∂x -
∂Hx∂y - Jz

． （3）
式（1）-（3）中，ε 和 μ 分别为媒质的介电常数（F/m）和磁导率（H/m），Jz为激励源所产生的电流密度 .

将 Laguerre 多项式 Lp(t̄)乘以加权函数 e-t̄/2 构成一组正交时域基函数：

ϕp(t̄)= e-t̄/2Lp(t̄), (p = 1,2,3,…) . （4）
其中

∫0∞ϕp(t̄)ϕq(t̄)dt̄ = ìí
î

1, p = q,

0, p≠ q,
（5）

Lp(t̄)= et̄
p ! d

p

dt p (t
pe-t̄), p≥ 0 . （6）

p 为场分量阶数，t̄ = s·t ，且 s（s>0）是时间尺度因子 . 利用式（4）-（6）将式（1）-（3）中电磁场分量按阶

数展开，可得

{ }Hx(r,t),Hy(r,t),Ez(r,t), =∑
p = 0

∞

{ }H
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x (r),H p

y (r),E p

z (r) ϕp(t̄) . （7）
式（7）中，r 为待求空间中场点的位置矢量 . 使用伽辽金方法，可将式（1）-（3）中电场和磁场分量关于

时间 t 的一阶导数展开为：
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其中
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J
q

z (r)= ∫0∞J q

z (r, t)ϕ(t̄)d(t̄) . （11）
对于式（8）-（10）中电场和磁场分量关于空间坐标的一阶导数，使用二阶中心差分作数值离散，可以

得到
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将式（12）-（13）代入式（14）中，经过整理，得到二维 TM 波由电场分量 Ez表征的 Laguerre-FDTD 表达式：
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式中，

C̄E
x |i, j =
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由于式（15）等号右边均为已知量，因此可将其改写为下面的矩阵形式：

[A]{Eq}={J q}+{βq - 1}, (q = 1,2,3,…) . （17）
式（17）即为不含时间项、具有隐式差分格式的 Laguerre-FDTD 表达式 . 其中，向量{Eq}由待求电场的 z

方向分量组成，向量{Jq}由式（11）所得到的激励源电流密度 z 方向分量组成，向量{βq-1}则是 0 到 q-1 阶电

磁场分量的求和项 .
2 Laguerre-FDTD亚网格技术

假设待求空间如图 1 所示，一部分空间用粗网格剖

分，而另一部分则用细网格剖分 . 令粗网格大小为 Δx，
Δy，时间步长设为 Δtc；用 nf表示粗细网格比例系数，亚

网格尺寸是粗网格尺寸的 1/nf，即 Δxf=Δx/nf，Δyf=Δy/nf.
采用 Ezf（if，jf），Hxf（if，jf+1/2），Hyf（if+1/2，jf）表示细网格点

的场值，以 Ez（i，j），Hx（i，j+1/2），Hy（i+1/2，j）表示粗网格

点的场值 .
在粗细网格区域内部，可利用式（15）对式（17）中的

矩阵 A 进行填充，而在粗细网格分界面处，考虑到 Ez在

粗细网格分界面处满足齐次波动方程［12-14］，

∇2Ez -
1
ν2

∂2Ez

∂t2 = 0 . （18）
其中，v 为电磁波在介质中的传播速度 . 根据文献［18］，将式（18）中的电场分量 Ez关于时间 t 的二阶

导数展开为 Laguerre-FDTD 式：
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∞ é
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ù

û
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14 E
q

z (r)+ ∑
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(p - k)Ek

z (r) ϕp(t̄) , （19）
将式（19）代入式（18），并采用伽辽金方法，得：

图1 亚网格在x-y平面上电场分布图

Fig.1 Schematic illustration of the electric fields in
the x-y plane of the subgridding region
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并令 Δx=Δy=δ，D/δ2 表征电场分量 Ez 的拉普拉斯运算 . 特别地，式（22）中的 D 是关于（x，y，q）的函数，

而在传统 FDTD 方法中 D 是关于（x，y，t）的函数 . 将式（22）在当前 q 阶进行空间坐标的差分离散，

则有

D
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z (i, j)
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E
q
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即
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z (i, j + 1)+ Eq

z (i, j - 1)- 4Eq

z (i, j) . （24）
由式（24）可见，粗网格节点分量 D（i，j）的计算只需用到相邻粗网格节点的电场分量 Ez当前 q 阶的

值 . 对于图 1 中粗细网格边界上的场点，与式（20）类似，有

D
q
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其中，细网格节点分量 DzГ（if，jf）可由相邻粗网格节点分量 D（i，j）通过一个二阶 Taylor 级数展开得到，于是

D
q

zΓ (if , jf )= Dq(i, j)+ D
q(i, j + 1)- Dq(i, j - 1)
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+
D

q(i, j + 1)- 2Dq(i, j)+ Dq(i, j - 1)
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. （26）
将式（26）代入式（25），得
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构建出一个线性方程组
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其中，子矩阵 Ac、Af分别对应粗网格内部电场分量之间和细网格内部电场分量之间的耦合 . 子矩阵

AГ对应粗细网格边界上电场分量之间的耦合 . 子矩阵 AcG/AGc、AfG/AGf分别对应粗网格内部、细网格内部与

粗细网格边界上的电场分量之间的耦合 . 其中 Ac、AcG和 Af、AfG中的元素由式（15）确定 . AGc、AGf和 AГ中的

元素由式（27）确定 . 向量 E
q

zc 、E
q

zf 、E
q

zΓ 分别存储对应粗网格内部、细网格内部以及粗细网格边界上的待

求电场分量，右边向量 B
q - 1
c 、B

q - 1
f 、B

q - 1
Γ 分别表示粗网格内部、细网格内部及粗细网格边界上 0 阶到 q-1

阶已知场分量的求和项 . 通过求解式（28）可得整个计算区域内各网格点处的每一阶的电场分量，实现了

粗细网格的迭代，进而求出每一阶粗细网格上的磁场分量 .
3 数值结果

为了验证本文提出的基于二维 Laguerre-FDTD 亚网格技术应用于电磁场数值计算的正确性和有效

性，下面给出了两个数值算例 .
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3.1 电磁脉冲信号在双导体直缝中的传播

该结构由两个薄导体板组成，两个薄导体板之间有

一细小的直缝 . 导体板的长度和厚度分别为 a=10 mm
和 w=0.4 mm，直缝的宽度为 d=0.4 mm. 仿真区域划分为

两种尺寸的矩形网格，在直缝附近使用亚网格划分，粗

细网格比例 nf=2，粗网格尺寸 Δx=Δy=0.4 mm，细网格尺

寸 Δxf=Δyf=0.2 mm. 观察点 P1和 P2分别位于亚网格内部

和粗网格区域 . 使用 Mur’s 一阶吸收边界对计算区域作

数值截断 . 如图 2 所示，方形计算区域的边长为 L1=L2=

60 mm.
选用正弦调制的高斯脉冲信号作为平面波激励，平

面波入射角 φi=0°，激励波形表示如下

I(t)= exp[-(t - t0)2 /t 2]· sin[2πfc(t - t0)]， （29）
式中，脉宽 t=1/（2fc），工作频率 fc=15 GHz，t0=3t.

Laguerre-FDTD 均匀细网格计算和 Laguerre-FDTD 亚网格计算所需的步进阶数设为 150，时间尺度因子 s=

6.07×1010，时间步长设为 Δt=1×10-12 s；传统 FDTD 方法中，为满足 CFL 条件，时间步长设为 Δt=2×10-13 s，
所需的时间步进数目设为 4 000 步 . Laguerre-FDTD 均匀细网格尺寸和传统 FDTD 均匀细网格尺寸均为

Δx=Δy=0.2 mm. 三种计算方法的时域仿真时间均为 Tf=8×10-10 s.
图 3 给出了观察点 P1 和 P2 的电场 z 方向分量随时间的变化曲线 . 由图 3 可以看出，该算例中

Laguerre-FDTD 亚网格计算与 Laguerre-FDTD 均匀细网格计算、传统 FDTD 均匀细网格计算的仿真结果吻

合，表明本文提出的方法是正确的 .

图3 观察点电场 z方向分量时域信号

Fig.3 Transient electric fields of the z component

从表 1 可以看出，和传统 FDTD 均匀细网格仿真相

比，Laguerre-FDTD 亚网格方法仿真所需时间大大减少；

对比于 Laguerre-FDTD 均匀细网格，Laguerre-FDTD 亚

网格方法仿真的内存占用明显降低 . 从而验证了

Laguerre-FDTD 亚网格方法较传统方法仿真含有精细结

构电磁问题的高效性 .
本文是在 Laguerre-FDTD 方法基础上，以波动方程

原理处理粗细网格边界 . 由不连续性带来非物理性反射，该种反射是影响亚网格技术稳定性和精度的重

要因素 . 图 4 给出的是观察点 P1的相对反射误差，其计算表达式［19］如下

RdB = 20 lg ||EF
z - E

SUB
z

max ||EF
z

. （30）
其中 EF

z 表示 Laguerre-FDTD 均匀细网格计算得到的 P1点电场分量，ESUB
z 表示 Laguerre-FDTD 亚网格

计算得到同一点的电场分量 .

图2 双导体直缝仿真计算区域图

Fig.2 Computational domain of double conductors
with a straight slot

表1 图3中三种方法的计算机花费比较

Table 1 Comparison of three methods’computational
efforts of Fig.3

计算方法

FDTD
Laguerre-FDTD
Laguerre-FDTD

剖分方式

均匀细网格

均匀细网格

亚网格

运行时间/s
80.9
13.2
4.3

占用内存/kB
9 412

80 416
37 548
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图 4 给出了三种粗细网格比例系数，分别选取 2、
5、10 作为参考 . 在本算例中，P1 点的相对反射误差随

着 nf 取值的增加而呈现上升趋势，但从整体来看，即

便 nf 取 10，相对反射误差值仍然较小 . 为保证精度和

稳定性，和传统 FDTD 方法中 nf取值一样［20-21］，一般不

超过 5.
3.2 探地雷达电磁波在介质中的传播

本算例为使用二维 Laguerre-FDTD 亚网格算法模

拟探地雷达电磁波在介质中的传播，仿真环境为：整个

计算区域由空气和土壤组成，如图 5 所示，参考文献

［15］和［22］中的算例，整个计算区域边长为 L1=L2=630
mm，上半空间为空气，下半空间是土壤，目标物体为一

个矩形空气细缝，并且设土壤的相对介电常数 εr=6，电
导率 σ=0 S/m. 发射源（Tx）与观察点（Rx）之间的距离设

为 L4=72 mm，两点到地面的高度均为 h2=15 mm，土壤

中的矩形空气细缝距离观察点的高度 h1=198 mm，厚度

w=3 mm，并且在空气细缝附近采用亚网格剖分 . 选取

Mur’s 一阶吸收边界作为截断边界处的边界吸收条

件 . 根据 Laguerre-FDTD 亚网格技术所搭建的数值仿

真模型，粗细网格比例设为 nf=3，粗网格尺寸 Δx=Δy=3
mm，亚网格区域的网格尺寸 Δxf=Δyf=1 mm；Laguerre-

FDTD 均匀细网格和传统 FDTD 均匀细网格尺寸均为

Δx=Δy=1 mm.
选取的激励源为微分高斯脉冲波，其表达式为：

I(t)= [-2(t - t0)/t 2]exp[-(t - t0)2 /t 2] . （31）
其中工作频率 fc=1.5 GHz，脉宽 t=1/（2fc），t0=3t. 对式（31）归一化后再带入计算 . Laguerre-FDTD 亚网格计

算和 Laguerre-FDTD 均匀细网格计算所需的步进阶数设为 120，时间尺度因子 s=3×1010，时间步长设为

Δt=1×10-11 s；传统 FDTD 方法中，为满足 CFL 条件，时间步长设为 Δt=2×10-12 s，时间步为 6 000. 三种计算

方法的时域仿真时间均为 Tf=1.2×10-8 s.
如图 6 所示，采用亚网格技术得到观察点的电场 z 方向分量随时间的变化曲线同样与采用均匀细网

格计算得到的变化曲线吻合，再次验证了该方法的准确性 . 发射波一方面直接传到观察点，一方面经过地

下介质的多重反射后再传到观察点处，从幅值上看，反射回来的波形有所衰减，并慢慢衰减趋于零，在时

间上，反射波较之入射波直接传到观察点处有一定时间的延迟 . 三种计算方法都反映出了土壤中空气缝

的存在 .
表 2 给出了 3 种方法的计算机资源占用情况，由于亚网格技术只对感兴趣的部分区域进行细分，而

其他区域仍然采用空间步长较大的粗网格剖分，Laguerre-FDTD 亚网格计算时间降低到传统 FDTD 均匀

图4 P1点的相对反射误差图

Fig.4 Relative reflection error of the point P1

图5 仿真模型计算区域示意图

Fig.5 Schematic of the computational domain

图6 观察点Rx处电场 z向分量时域信号

Fig.6 Transient electric fields of the z component at Rx

表2 图6中三种方法的对比

Table 2 The comparison of the three methods of Fig.6

计算方法

FDTD
Laguerre-FDTD
Laguerre-FDTD

剖分方式

均匀细网格

均匀细网格

亚网格

运行时间/s
609.7
62.2
6.7

占用内存/kB
26，340
337，920
59，408
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细网格计算时间的 1%，降低到 Laguerre-FDTD 均匀细网格计算时间的 10%. 相比于 Laguerre-FDTD 均匀

细网格的内存占用，Laguerre-FDTD 亚网格的内存占用也显著减少，进一步说明了 Laguerre-FDTD 亚网格

技术的正确性和有效性 .
上述两个算例的计算环境均为 Intel（R）core CPU@3.60 GHz，8.00 GB 内存 .

4 结语

本文提出了基于二维 Laguerre-FDTD 方法的亚网格技术，考虑含有精细结构的电磁计算问题时，精细

结构附近采用推导出的 Laguerre-FDTD 粗细网格边界处理的迭代式计算，其他区域内则继续采用适合均

匀网格的 Laguerre-FDTD 方法的迭代式计算 . Laguerre-FDTD 亚网格技术不受 CFL 条件限制，迭代过程不

考虑时间项，从而达到无条件稳定，并且编程计算也比传统 FDTD 亚网格中的双步长算法简便，有效地提

高了计算效率 . 在保证计算正确性的前提下，Laguerre-FDTD 亚网格技术明显减少了计算时间，降低了内

存需求，在正确性和有效性方面达到较好的平衡 .
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