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基于非线性自适应度函数的遗传算法

求取自由曲面最大主曲率研究

赵世田ꎬ付莹莹ꎬ曾　 勇ꎬ郑　 雷ꎬ周　 博

(盐城工学院机械工程学院ꎬ优集学院ꎬ江苏 盐城 ２２４０５１)

[摘要] 　 针对自由曲面最大主曲率求取问题及其主曲率的特点ꎬ设计了一种改进的遗传算法非线性自适应度

函数ꎬ并给出了种群个体的选择及复制新规则. 通过 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数进行测试ꎬ并用于自由曲面最大主曲率求取ꎬ
实例验证表明算法可以稳定、准确地求取到自由曲面上的全局最大主曲率ꎬ比较曲面离散法的计算量不足 １ / ３ꎬ
极大地提高了计算效率.
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基于自由曲面的主曲率最大值确定的刀具尺寸ꎬ在加工自由曲面时不会发生曲率干涉等现象. 因此ꎬ
自由曲面上的主曲率分析对于其加工非常重要. 但自由曲面方程大多数是基于递推形式进行定义[１]ꎬ很
难根据方程显式计算得到最大主曲率ꎬ目前国内外学者多数是先根据精度要求离散自由曲面ꎬ再求取最大

主曲率[２－３]ꎬ得到大量的网格节点和法曲率值所构成的数字化曲率曲面模型ꎬ最大主曲率值求取的计算精

度和计算效率取决于曲面离散精度. 因此ꎬ快速准确地找到自由曲面上的最大主曲率就显得非常重要.
自由曲面最大主曲率求取属于参数域范围内的全局优化问题ꎬ而遗传算法模拟了自然界生物“适者

生存ꎬ优胜劣汰”的进化过程[４]ꎬ在全局寻优方面有很大优势ꎬ本文提出了改进的遗传算法ꎬ根据自由曲面

主曲率的特点设计了一种新的遗传算法适应度函数ꎬ并给出了新的复制规则ꎬ通过 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数进行了测

试ꎬ将该遗传算法应用于求取自由曲面最大主曲率.
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１　 遗传算法及优化目标函数

１.１　 遗传算法及其适应度函数

遗传算法是一种基于遗传学和计算机科学的新型优化方法ꎬ算法引入了复制、杂交、变异等概念ꎬ在构

造了初始种群后ꎬ根据目标函数和适应度并进行循环复制、杂交和变异操作ꎬ求取全局最优解[５] . 其中ꎬ算
法中进行优胜劣汰时的复制、杂交和变异的依据就是各个体的适应度ꎬ适应度是描述个体性能的主要指

标ꎬ它反映了个体或解的优劣性[６－８] . 因此ꎬ适应度函数设计不佳会导致算法退化或早熟.
适应度函数 Ｆ(ｘ)一般对应了目标函数 ｆ(ｘ)ꎬ其设计应该满足 ３ 个条件:(１)非负值ꎬ(２)单值连续ꎬ

(３)规范性ꎬ[ｍｉｎ( ｆ(ｘ))ꎬｍａｘ( ｆ(ｘ))]→[０ꎬ１] . 其中非负值极为重要.
遗传算法比较常见的适应度函数主要有最小系数法、最大系数法和相对系数法等[９] .
如果目标函数对应为效能函数 ｕ(ｘ)最大值问题ꎬ则:

Ｆ(ｘ)＝
ｕ(ｘ)＋Ｃｍｉｎꎬ ｕ(ｘ)＋Ｃｍｉｎ>０ꎬ

０ꎬ 其他.{ (１)

式中ꎬＣｍｉｎ是最小系数.
如果目标函数对应为代价函数 ｇ(ｘ)最小值问题ꎬ则:

Ｆ(ｘ)＝
Ｃｍａｘ－ｇ(ｘ)ꎬ ｇ(ｘ)<Ｃｍａｘꎬ

０ꎬ 其他.{ (２)

式中ꎬＣｍａｘ是最大系数[１０] .
上述最大、最小系数均需要预估函数 ｆ(ｘ)的最大值和最小值ꎬ不可能十分精确ꎬ其后果就是导致适应

度函数不灵敏ꎬ算法可能提前收敛于某个局部最优解ꎬ或退化为随机选择过程ꎬ影响了算法的应用效果.
１.２　 自由曲面的主曲率

任意自由曲面 Ｓ(ｕꎬｖ)对参数 ｕ和 ｖ可求一阶和二阶偏导数ꎬ

Ｓｕ ＝
∂Ｓ
∂ｕ

ꎬＳｖ ＝
∂Ｓ
∂ｖ

ꎬＳｕｕ ＝
∂２Ｓ
∂ｕ２

ꎬＳｕｖ ＝
∂２Ｓ
∂ｕ∂ｖ

ꎬＳｖｖ ＝
∂２Ｓ
∂ｖ２
. (３)

曲面上任意点的单位法矢量 ｎ 为

ｎ＝
Ｓｕ×Ｓｖ
｜Ｓｕ×Ｓｖ ｜

. (４)

自由曲面上任意方向上的法曲率为

ｋｎ ＝
φ２

φ１
＝Ｌｄｕ

２＋２Ｍｄｕｄｖ＋Ｎｄｖ２

Ｅｄｕ２＋２Ｆｄｕｄｖ＋Ｇｄｖ２
. (５)

式中ꎬφ１、φ２ 分别是曲面的第一、第二基本形式ꎬＥ ＝Ｓｕ􀅰Ｓｕ、Ｆ ＝Ｓｕ􀅰Ｓｖ、Ｇ ＝Ｓｖ􀅰Ｓｖ 是曲面的第一类基本量ꎬＬ ＝
ｎ􀅰Ｓｕｕ、Ｍ＝ｎ􀅰Ｓｕｖ、Ｎ＝ｎ􀅰Ｓｖｖ是曲面的第二类基本量.

曲面上任意一点的主曲率是曲面上该点法曲率的最大值和最小值:

ｋ１ꎬ２ ＝Ｈ＋ Ｈ２－Ｋ . (６)
式中ꎬＨ是平均曲率ꎬＫ是高斯曲率.

Ｈ＝ １
２
(ｋ１＋ｋ２)＝

ＬＧ－２ＭＦ＋ＮＥ
２(ＥＧ－Ｆ２)

ꎬ

Ｋ＝ ｋ１ｋ２ ＝
ＬＮ－Ｍ２

ＥＧ－Ｆ２ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(７)

１.３　 自由曲面主曲率的优化目标

自由曲面的最大主曲率优化模型:
ｍａｘ ｋ(ｕꎬｖ)ꎬ
ｓ.ｔ ｕꎬｖ∈[０ꎬ１] .{ (８)

式中ꎬｕ和 ｖ是自由曲面参数.
—０２—
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对于自由曲面上的任意一点ꎬ该点的主曲率可能为正ꎬ也可能为负ꎬ例如抛物点、凸椭圆点等ꎬ其主曲

率最大值和最小值均事先未知ꎬ无法确定上述适应度函数的最大或最小系数. 因此ꎬ以上适应度函数不适

于求取自由曲面最大主曲率问题. 本文构造了一种非线性自适应度函数ꎬ以解决上述问题.

２　 非线性自适应度函数

２.１　 非线性自适应度函数设计

新构造的非线性自适应度函数 Ｆ(ｕꎬｖ):

Ｆ(ｕꎬｖ)＝

１

１＋
ｋｍａｘ－ｋ
ｋｍａｘ－ｋε

æ

è
ç

ö

ø
÷

βꎬ ｋ<ｋεꎬ

１－

ｋｍａｘ－ｋ
ｋｍａｘ－ｋε

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

２
ꎬ ｋ≥ｋε .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(９)

图 １　 非线性自适应度函数曲线

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ａｕｔｏｍａｔｉｃ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

式中ꎬｋε ＝(１－ε)ｋｍｉｎ＋εｋｍａｘ . ｋ、ｋｍａｘ和 ｋｍｉｎ分别表示根据当

前种群的参数计算得到的主曲率及其最大值、最小值ꎬ
α、β和 ε是调节系数. 当系数 α＝ ０.５、β ＝ ２ 时ꎬ非线性自

适应度函数曲线形状如图 １ 所示.
当系数 α 取 ０.５、１、１.５ 不同数值时会有不同的效

果. α＝ １.５ 时具有 α ＝ ０.５ 相反的效果ꎬ即在全局最优值

附近变化较为缓快的函数ꎬ可以适当拉近最优解附近点

的适应度值ꎬ防止收敛于局部最优解. 当 α ＝ １ 时ꎬ适应

度函数值在[０.５ꎬ１]之间是线性变化的.
设计的非线性自适应度函数在进化过程中能够进

行动态调整以满足非负值以及单值连续性的要求. 当 ｆ(ｕꎬｖ)＝ ｋｍａｘ时ꎬＦ(ｕꎬｖ)＝ １ꎬ进化起始阶段ꎬ能降低

优异个体适应度以保证种群多样化. 进化过程中ꎬ随着最大主曲率 ｋｍａｘ和最小主曲率 ｋｍｉｎ的不断改变ꎬ适应

度小的个体将被淘汰. 适应度函数动态调整并扩大差异化个体间适应度函数值ꎬ尤其是在进化后期能提

高优势个体的竞争性并胜出.

图 ２　 同一个 ｋｍｉｎ值对应不同的适应度函数曲线

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｋｍｉｎ

图 ３　 同一个 ｋｍａｘ值对应不同的适应度函数曲线

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｋｍａｘ

２.２　 非线性自适应度函数分析

对于两个不同的种群 １ 和 ２(如图 ２ 所示)ꎬ分析上述非线性自适应度函数. 当主曲率的最小值 ｋｍｉｎ相

同而最大值不同时(ｋ２ｍａｘ>ｋ１ｍａｘ)ꎬ对于具有相同主曲率值 ｋ１(ｕꎬｖ)＝ ｋ２(ｕꎬｖ)的个体来说ꎬＦ１(ｋ１(ｕꎬｖ))>Ｆ２(ｋ２
(ｕꎬｖ))ꎬ因此ꎬ该个体在种群 ２ 中将会被淘汰ꎬ而在种群 １ 中将会被保留. 同样的效果会出现在当主曲率

最小值不同(ｋ１ｍｉｎ<ｋ２ｍｉｎ)而主曲率最大值 ｋｍａｘ相同时(如图 ３ 所示)ꎬ对于具有相同主曲率值 ｋ１(ｕꎬｖ)＝ ｋ２(ｕꎬ
ｖ)的个体来说ꎬＦ１(ｋ１(ｕꎬｖ))>Ｆ２(ｋ２(ｕꎬｖ))ꎬ因此该个体在种群 ２ 中将被淘汰ꎬ而在种群 １ 中将保留.

—１２—
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３　 新的选择复制法

根据上述非线性自适应度函数计算每个个体的适应度值ꎬ需要按照一定规则从当前代种群选择一定

数量的个体ꎬ复制后得到下一代种群. 传统的选择复制方法主要有期望值法、随机遍历法、轮盘法和种群

交流法等[７]ꎬ它们各有优劣ꎬ本文拟定 ６ 条新的选择和复制规则:
(１)引入黄金分割比系数 ０.６１８ꎬ根据种群数目计算要复制到下一代种群的个体数ꎬ
(２)当前代种群最佳个体直接晋级下一代种群ꎬ
(３)为了保证进化种群的多样性ꎬ 防止结果收敛于次优解ꎬ 保留种群中的两个特殊个体:

{００００００００００００００００}、{１１１１１１１１１１１１１１１１} [１１]ꎬ
(４)排序个体的非线性自适应度函数值ꎬ用期望值法进行复制ꎬ
(５)将复制后的个体编码的最后 ３ 位进行随机变异ꎬ
(６)种群数目不足部分可用随机生成进行补足.

４　 验证实例

４.１　 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数最大值求取验证实例

Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数是函数优化中的一个典型测试函数ꎬ用其最大值求取来测试提出的改进遗传算法及非线

性自适应度函数.
Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数:

ｆ(ｘ１ꎬｘ２)＝ ０.５－
ｓｉｎ２ ｘ２１＋ｘ２２ －０.５

(１＋０.００１(ｘ２１＋ｘ２２)) ２ . (１０)

图 ４　 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｓｃｈａｆｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

式中ꎬｘｉ∈[－１００ꎬ１００]( ｉ＝ １ꎬ２) . 该函数的特点是定

义域内有无数个局部极大值点ꎬ围成一圈ꎬ它们的平

均值为 ０.９９０ ２８ꎬ环形包围着一个全局最大点 ｆ(０ꎬ
０)＝ １ꎬ如图 ４ 所示. 采用传统的优化算法易于陷入

局部最优值ꎬ难以搜索到全局最大点.
采用本文改进的遗传算法ꎬ经实践验证种群数

量选择 ４０ 较合适ꎬ个体长度为 １６ 位ꎬ高 ８ 位表示

ｘ１ꎬ低 ８ 位表示 ｘ２ꎬ交叉概率 ＰＣ ＝ ０.３５ꎬ变异概率 Ｐｍ

＝ ０.０１ꎬ进化代数分别为 １００、２００ 和 ５００ 代ꎬ运算次

数分别为 ５０、１００、２００ 和 ５００ 次. 应用本文的非线性

自适应度函数ꎬ分别采用本文的选择复制法和轮盘

法进行个体选择ꎬ表 １ 和表 ２ 分别为本文提出的新选择方法和轮盘法求取到全局最大点的统计次数. 测试

结果显示:函数最大值一般出现在 １００~４００ 代之间ꎬ采用新的选择复制方法在 ５００ 代以内能 １００％求取到

全局最大值ꎬ而轮盘法等其它方法不能保证.
表 ２　 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数测试统计结果(轮盘法)

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｃｈａｆｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｅｓｔ
(ｂｙ ｒｏｕｌｅｔｔｅ ｗｈｅｅｌ ｍｅｔｈｏｄ)

运算次数
运算代数

１００ ２００ ５００

５０ ３７(７４％) ４５(９０％) ４９(９８％)
１００ ７６(７６％) ８８(８８％) ９８(９８％)
２００ １４５(７２.５％) １７８(８９％) １９４(９７％)
３００ ２４１(８０.３％) ２６８(８９.３％) ２９７(９９％)

表 １　 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数测试统计结果(新选择方法)
Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｃｈａｆｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｅｓｔ

(ｂｙ ｎｅｗ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ)

运算次数
运算代数

１００ ２００ ５００

５０ ４２(８４％) ４７(９４％) ５０(１００％)
１００ ８２(８２％) ９３(９３％) １００(１００％)
２００ １６６(８３％) １８５(９２.５％) ２００(１００％)
３００ ２５１(８３.７％) ２８４(９４.７％) ３００(１００％)

４.２　 自由曲面最大主曲率求取验证实例

实验选取图 ５ 所示自由曲面ꎬ应用本文改进遗传算法求取其最大主曲率. 设置遗传算法的非线性自

—２２—
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适应度函数中的系数 α＝ ０.５、β＝ ２ 和 ε＝ ０.６１８ꎬ最大迭代运算代数 ５００ 代.

图 ５　 最大主曲率求取

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ

表 ３　 最大主曲率求取对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒａｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ

最大主曲率 参数位置 计算点个数 最小曲率半径

本文
算法

０.２００ ６
ｕｍ１ ＝ ０.７５７
ｖｍ１ ＝ ０.７９ ２０ ０００ ４.９８５ ｍｍ

离散法 ０.２００ ８
ｕｍ２ ＝ ０.７６
ｖｍ２ ＝ ０.７９２ ６３ ００１ ４.９８０ ｍｍ

　 　 经改进遗传算法运算得到自由曲面上的最大主

曲率 ｋｍ１ ＝ ０.２００ ６ꎬ对应的曲面定义域参数为(ｕｍ１ꎬ
ｖｍ１)＝ (０.７５７ꎬ０.７９)ꎬ在进化到第 ３５３ 代时收敛到了

主曲率最大值ꎬ自由曲面上对应最大主曲率的点

(２６.５３ꎬ２４.０５ꎬ－９.７３)(图 ５ 所示小球位置) . 采用文

献[２－３]的曲面离散法ꎬ离散步长 Δ ＝ ０.００４ꎬ得到最

大主曲率 ｋｍ２ ＝ ０. ２００ ８ꎬ对应 ( ｕｍ２ꎬ ｖｍ２ ) ＝ ( ０. ７６ꎬ
０.７９２) .　

先求取了自由曲面对参数 ｕ 和 ｖ 的一阶和二阶

偏导数ꎬ才能计算主曲率 ｋ(ｕꎬｖ)ꎬ采用本文改进遗传

算法ꎬ当种群规模为 ｍ ＝ ４０ꎬ运算 ５００ 代ꎬ只需计算

２０ ０００ 个自由曲面上点的主曲率. 用曲面离散

法[２－３]ꎬ同样采样精度ꎬ需要计算 ６３ ００１ 个点的主曲

率ꎬ进一步求取精确的最大主曲率ꎬ则在局部最大值

对应曲面点附近小区域内进一步离散细化曲面ꎬ计
算量更高. 对比曲面离散法可见ꎬ采用本文遗传算法

的总计算量不足曲面离散法的 １ / ３.

５　 结语

上述非线性自适应度函数及改进遗传算法经过了函数优化中的典型测试函数 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数最大值求

取测试ꎬ并应用于求取自由曲面上的最大主曲率. 分析结果显示:
(１)函数最大值一般出现在 １００~４００ 代之间.
(２)采用轮盘法在 ５００ 代内不能完全保证 １００％的求取到全局最大点ꎬ而本文给出的新的选择复制法

能 １００％求取到全局最大值.
(３)同等精度前提下ꎬ本文算法最大主曲率求取计算量不足曲面离散法计算量的 １ / ３ꎬ求取精度及效

率更高.
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