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有源荷控忆阻系统的多稳态分析及电路实现

李　 闯ꎬ闵富红ꎬ吕晏旻

(南京师范大学南瑞电气与自动化学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 采用有源荷控忆阻替换蔡氏电路中的非线性电阻ꎬ实现一个五维忆阻非线性电路系统. 建立了该系统

的无量纲方程ꎬ分析了系统的平衡点集与稳定性. 利用分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱和相轨迹图等分析方法ꎬ从多角

度研究了随系统参数与初始状态变化而产生的多稳态动力学行为. 研究表明ꎬ当系统参数、初始状态变化时ꎬ都
会出现不同拓扑结构的混沌吸引子共存、不同吸引域的多周期极限环共存、不同周期数的极限环与不同拓扑结

构的混沌吸引子等共存行为. 最后ꎬ设计了五维忆阻混沌系统的模拟电路模型ꎬ电路仿真实验与数值仿真结果相

一致ꎬ观测到不同的多稳态共存运动. 这表明动力学分析的正确性和系统的物理可实现性ꎬ为进一步拓展系统加

密应用奠定基础.
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２０ 世纪 ７０ 年代ꎬ美籍华裔科学家蔡少棠教授根据电路基本变量组合完备性原理预测了描述磁通和

电荷关系元件的存在ꎬ并把这类元件定义为记忆电阻器[１](简称忆阻器) . 但直到 ２００８ 年 ５ 月ꎬ惠普公司

实验室研究人员才在 Ｎａｔｕｒｅ 杂志上报道了忆阻器的实现[２] . 此后ꎬ研究人员开始全方位对忆阻器进行研

究ꎬ忆阻与其他现有的电路元件相互连接组合、以电路的形式在各个工程领域中得到了广泛应用. 电路中

引入非线性元件忆阻器能够很容易实现电路混沌振荡ꎬ文献[３－７]已对忆阻混沌电路作深入研究. 由于新

实现的忆阻器属于纳米级元件ꎬ技术难度大、造价高ꎬ忆阻器在短时间内无法推广使用. 即便如此ꎬ目前研

究人员利用模拟元器件实现多种形式的忆阻模拟器ꎬ或者以特殊拓扑结构的电路来构建一些广义忆阻模

拟器ꎬ对忆阻混沌系统的建模分析和实验电路观测起到了重要作用.
近年来ꎬ混沌系统的多稳态和超级多稳态现象[８－１０]成为混沌学研究热点. 多稳态现象普遍存在于非线性
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动力学系统中ꎬ是指在某一固定的系统参数下ꎬ系统运动会因为系统的初始状态不同而产生不同的运动轨

迹ꎬ一般共存的运动状态为有限个. 而系统能够产生无穷多个吸引子共存则称之为超级多稳态. 不同拓扑结

构的吸引子或者隐藏吸引子共存是系统多稳态的主要特征. 在工程应用时ꎬ一些实际非线性动力学系统需要

尽量避免系统产生共存吸引子这一非线性行为ꎬ因此研究混沌系统存在的共存现象有着重要的物理意义和

工程应用价值. 文献[１１－１６]已对忆阻混沌系统的多稳态特性分析. 研究人员将不同的忆阻模型引入到经典

的混沌系统如 Ｌｏｒｅｎｚ 系统、Ｃｈｕａ 电路、Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路等ꎬ并分析其存在的共存吸引子或共存隐藏吸引子. 文献

[１４]采用二次型磁控忆阻模拟器作为 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的正反馈项ꎬ设计出一个四阶的超混沌系统ꎬ并分析了混沌

系统随忆阻器初始状态变化引起的吸引子共存现象. 文献[１５]用非理想有源压控忆阻器代替蔡氏二极管引

入蔡氏电路得到一个四阶忆阻系统ꎬ分析表明有两个稳定非零鞍焦点的忆阻蔡氏电路有着丰富的动力学行

为与多稳态性. 文献[１６]提出了一个新颖的忆阻振荡器ꎬ它是由 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路中非线性电导与一阶记忆二极

管组合而成ꎬ系统运动产生共存吸引子以及共存的隐藏吸引子现象. 以上文献一般从一个或者两个角度去分

析系统多稳态的共存现象ꎬ本文尝试从多个角度分析一个五阶忆阻系统的多稳态特性.
基于此ꎬ本文提出了一个含荷控忆阻器的五维混沌系统ꎬ由于其具有无限稳定平衡点以及不稳定平衡

点ꎬ系统运动会产生拟周期窗口、状态转移等特殊非线性行为. 同时ꎬ该系统受平衡点集的影响有着丰富

的多稳态现象ꎬ文中分别论述了系统运动随参数变化产生的共存现象及考虑系统的初始状态是否因平衡

点而产生的共存现象. 从不同角度分析得出ꎬ系统会出现不同拓扑结构的混沌吸引子共存、不同吸引域的

多周期极限环共存、以及不同周期数的极限环与不同拓扑结构的混沌吸引子共存. 然后ꎬ通过运放、电阻

和电容等分立元件ꎬ设计实现了忆阻系统的模拟电子电路. 实验结果表明ꎬ电路实验与理论分析结果是一

致的ꎬ为进一步探索忆阻系统应用奠定了基础.

１　 系统模型及基本特性

１.１　 数学模型

文献[１７－１８]介绍了不同忆阻器模型的性质以及应用ꎬ采用有源荷控忆阻模型为研究对象ꎬ其数学模

型表示为:
Ｍ(ｑ)＝ ｄφ(ｑ) / ｄｑ＝ｍ＋ｎｑ２ . (１)

式中ꎬ参数 ｍ和 ｎ为常量ꎬ且参数 ｍ<０.

图 １　 有源荷控忆阻混沌电路图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ａｃｔｉｖｅ ｃｈａｒｇｅ￣ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ￣ｂａｓｅｄ
ｃｉｒｃｕｉｔ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

一个基于有源荷控忆阻器的五维混沌电路如图 １ 所示ꎬ其由经典蔡氏电路改进得到ꎬ电路主要由两个

电容ꎬ两个电感和一个忆阻等 ５ 个动态元件组成的ꎬ所对应的 ５ 个状态变量分别是 ｖ１ꎬｖ２ꎬｉＬ１ꎬｉＬ２ꎬｑꎬ其中 ｑ
是荷控忆阻的状态变量.

依据元件的伏安特性及基尔霍夫电压和电流定律ꎬ可以列写出图 １ 电路的状态方程为:
ｄｉＬ１ / ｄｔ＝(ｖ１－ｉＬ１Ｍ(ｑ)) / Ｌ１ꎬ

ｄｉＬ２ / ｄｔ＝(ｖ１－ｖ２) / Ｌ２ꎬ

ｄｖ１ / ｄｔ＝ －( ｉＬ１＋ｉＬ２＋ｖ１ / Ｒ) / Ｃ１ꎬ

ｄｖ２ / ｄｔ＝ ｉＬ２ / Ｃ２ꎬ

ｄｑ / ｄｔ＝ ｉＬ１ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

令 ｘ＝ ｉＬ１ꎬｙ ＝ ｉＬ２ꎬｚ ＝ ｖ１ꎬｕ ＝ ｖ２ꎬｖ ＝ ｑꎬａ ＝ １ / Ｌ１ꎬｂ ＝ １ / Ｃ１ꎬ
ｃ＝ １ / Ｃ２ꎬＬ２ ＝ １ꎬＲ＝ １ꎬ用非线性函数 Ｍ(ｖ)＝ ｍ＋ｎｖ２ 表示忆

阻的数学模型ꎬ则式(２)可以表示为:
ｘ̇＝ａ( ｚ－ｘＭ(ｖ))ꎬ

ｙ̇＝ ｚ－ｕꎬ

ｚ̇＝ －ｂ(ｙ＋ｘ＋ｚ)ꎬ

ｕ̇＝ ｃｙꎬ

ｖ̇＝ ｘ.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(３)

—０２—
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式中ꎬｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖ为系统的状态变量ꎻａꎬｂꎬｃ和 ｍꎬｎ分别表示系统参数和荷控忆阻模型的参数.
选择系统参数为 ａ＝ ９ꎬｂ＝ ３０ꎬｃ＝ １７ꎬｍ＝ －１.２ 和 ｎ＝ １.２ꎬ初始状态为(１０－６ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬ系统产生的混沌

吸引子如图 ２ 所示. 利用 Ｗｏｌｆ’ｓ 法计算的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为 Ｌ１ ＝ ０.２５７ １ꎬＬ２ ＝ ０ꎬＬ３ ＝ ０ꎬＬ４ ＝ －７.２５１ ４ꎬＬ５ ＝
－１６.４４９ ２ꎬ对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 维数为 ｄＬ ＝ ３.５７４ ６. 综上所述ꎬ系统参数下的有源荷控忆阻电路相轨迹图、李
氏指数以及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 维数都说明了该忆阻电路系统是混沌振荡的.

图 ２　 混沌吸引子相图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

１.２　 平衡特性

忆阻混沌系统的平衡点为分布于某一坐标轴上的点集ꎬ具有无限的不稳定平衡点和无限稳定平衡

点. 为了进一步分析式(３)的非线性动力学特性ꎬ需要计算出式(３)的平衡点稳定性及分布.
令 ｘ̇＝ ｙ̇＝ ｚ̇＝ ｕ̇＝ ｖ̇＝ ０ꎬ得到式(３)的平衡点为集合 Ａ:

Ａ＝{(ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖ) ｜ ｘ＝ ｙ＝ ｚ＝ｕ＝ ０ꎬｖ＝ ｌ} . (４)
式中ꎬｌ为任意实数ꎬ即系统的平衡点集为整个 ｖ轴. 在平衡点处线性化式(３)ꎬ可得到系统的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为:

ＪＡ ＝

－ａＭ( ｌ) ０ ａ ０ ０
０ ０ １ －１ ０
－ｂ －ｂ －ｂ ０ ０
０ ｃ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

. (５)

式中ꎬＭ( ｌ)＝ ｍ＋ｎｌ２ . 平衡点集合 Ａ的特征方程为:
ｆ(λ)＝ λ５＋(ｂ＋ａＭ( ｌ))λ４＋(ｂ＋ｃ＋ａｂ＋ａｂＭ( ｌ))λ３＋(ｂｃ＋ａｂＭ( ｌ)＋ａｃＭ( ｌ))λ２＋(ａｂｃ＋ａｂｃＭ( ｌ))λ＝ ０. (６)
系统参数选取 ａ＝ ９ꎬｂ＝ ３０ꎬｃ＝ １７ꎬｍ＝ －１.２ 和 ｎ＝ １.２ꎬ选择参数 ｌ为可变参数ꎬ式(６)可以简化为:

λ(λ４＋ａ１λ３＋ａ２λ２＋ａ３λ＋ａ４)＝ ０. (７)
式中ꎬａ１ ＝ １０.８ｌ２＋１９.２ꎬａ２ ＝ ３２４ｌ２－７ꎬａ３ ＝ ５０７.６ｌ２＋２.４ꎬａ４ ＝ ５ ５０８ｌ２－９１８. 上式括号中的四次多项式方程的系

数均为非零实常数ꎬ根据 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ 稳定条件ꎬ四次多项式方程的所有根具有负实部的充要条件为:
ａ１>０ꎬ
ａ１ａ２－ａ３>０ꎬ

ａ１(ａ２ａ３－ａ１ａ４)－ａ２３>０ꎬ

ａ４(ａ１(ａ２ａ３－ａ１ａ４)－ａ２３)>０.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(８)

由上式可得 ｌ的稳定范围为:
０.４０８ ２< ｜ ｌ ｜ <０.４７６３ 或 ｜ ｌ ｜ >０.８９５ ３. (９)

若忆阻器的初始值满足式(９)ꎬ其它状态变量的初始值为零ꎬ则系统(３)运动轨迹是渐近稳定的. 反
之ꎬ可得 ｌ的不稳定范围为:

｜ ｌ ｜ <０.４０８ ２ 或 ０.４７６ ３< ｜ ｌ ｜ <０.８９５ ３. (１０)
若忆阻器初始值为式(１０)中的某一值ꎬ则系统(３)的解是不稳定的ꎬ趋于极限环或混沌或无穷发散.
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２　 系统动力学特性分析

忆阻器对流经的电荷具有记忆作用ꎬ不同的忆阻初始值会导致忆阻器的非线性函数发生改变ꎬ使得系

统运动极易出现一些共存行为. 混沌系统的共存是指在同一组系统参数条件下ꎬ由于状态变量的初始值

不同而具有不同的系统运动轨迹. 下面分别分析随系统参数变化的共存行为以及因初值改变而产生的多

稳态现象.
２.１　 依赖参数的共存特性

选择系统参数为 ａ＝ ９ꎬｂ＝ ３０ꎬｍ＝ －１.２ 和 ｎ＝ １.２ꎬ以系统参数 ｃ为分岔参数ꎬ忆阻混沌系统状态变量 ｚ
的分岔图以及相应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱如图 ３ 所示. 图 ３(ａ)中随参数 ｃ变化的分岔轨迹对应的初始状态分

别为(１０－４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)和(－１０－４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎻ图 ３(ｂ)的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱选择的初值为(１０－４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) . 由
图 ３ 可以看出ꎬ系统呈现了不同周期数的极限环共存、拟周期共存以及混沌吸引子共存等复杂的动力学

行为.
当参数 ｃ≥１７.８５ 时ꎬ系统运行轨迹从 ｖ坐标轴正、负区域无法相互穿越造成系统运行轨迹的对称性被破

坏. 因此ꎬ系统进入了混沌状态继而周期态的共存分岔模式ꎬＬｙａｐｕｎｏｖ 指数 ＬＥ１ 在零值和正值之间变化. 当
ｃ＝１７.８５ 且增大时ꎬ系统进入单涡卷运动ꎬＬＥ１ >０ꎬＬＥ２ ＝ ０ 和 ＬＥ３ ＝ ０ꎬ并且进入分岔共存模式. 当增大至

ｃ＝１７.９２２ 时ꎬ系统共存分岔出现一个周期 ７ 的窄窗口ꎬ随着参数的增大ꎬ系统继续保持着单涡卷运行. 在
１８.１５≤ｃ<１８.１９ 内ꎬ系统从共存的单涡卷吸引子经周期减半分岔进入了共存的周期 ３ 态. 但在 ｃ＝ １８.２０ 左右ꎬ
系统伴随着边界危机由周期再次进入混沌态ꎬ此时混沌吸引子更加趋于收敛. 参数 ｃ在区间[１８.４５ꎬ１９.３]内ꎬ
系统运动为周期态ꎬ并经周期减半分岔最终进入周期 １ 态. 接着ꎬ根据图 ３(ａ)和图 ３(ｂ)中的不同运动区域选

取不同的系统参数 ｃ值ꎬ绘制了 ｘ－ｙ平面上相轨迹如图 ４ 所示ꎬ呈现了单涡卷共存以及不同的周期数共存ꎬ其
中共存相轨迹分别对应系统初始条件为(１０－４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)和(－１０－４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) .

图 ３　 参数 ｃ 变化时分岔图与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｃ

２.２　 依赖初值的多稳态特性

对于上述确定的系统参数值ꎬ分别选择初始状态(ｘ(０)ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬｖ(０))中非忆阻状态状态变量 ｘ(０)和
忆阻初始状态 ｖ(０)作为可变参数ꎬ利用分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱和吸引盆对系统产生的多吸引子共存行

为进行分析.
考虑初始条件(ｘ(０)ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬｖ(０))中 ｘ(０)在区间[－１.２ꎬ１.２]内变化且 ｖ(０)＝ ０ 时ꎬ相应的状态变量

分岔图 ｘ与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱如图 ５ 所示. 可见ꎬ分岔图与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱基本一致. 在对称区间[－１.２ꎬ
－０.３４４]和[０.３４４ꎬ１.２]内ꎬ系统出现不动点、周期、拟周期和混沌等非线性行为ꎬ图 ５(ａ)显示了系统从不

动点跃变到周期 １ꎬ经历倍周期分岔进入混沌ꎬ并经历多个周期窗口ꎬ最终由单涡卷混沌吸引子状态过渡

到具有双涡卷的混沌轨道上. 在区间(－０.３４４ꎬ０.３４４)范围内ꎬ系统产生双涡卷拓扑结构的吸引子ꎬ相应的

图 ５(ｂ)观察到系统具有一个正值的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数ꎬ两个零值的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和两个负值的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数. 当状态变量 ｜ ｘ(０) ｜增大时ꎬ系统运行轨迹会由于 ｘ(０)的符号不同而在不同吸引域产生ꎬ且系统运行

也越来越收敛直至变为稳定不动点. 在趋于稳定的过程中ꎬ系统运动轨迹的拓扑结构产生各种变化ꎬ出现

—２２—
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图 ４　 不同参数 ｃ 条件下ꎬ初始值分别为(１０－６ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)和(－１０－６ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)时系统的相轨迹图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃꎬｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ(１０－６ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ａｎｄ(－１０－６ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)

较为复杂共存行为ꎬ如混沌共存、周期共存以及不同运动态的共存等.

图 ５　 初始条件 ｘ(０)变化时分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｘ(０)

考虑初始条件(ｘ(０)ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬｖ(０))中 ｖ(０)作为分岔参数且 ｙ(０)＝ ０. 由于状态变量 ｘ(０)为 ０ 时系统

无法产生振荡ꎬ这里 ｘ(０)取值±１０－６ 给系统一个初始小扰动ꎬ同时使得系统的初始值可以近似为平衡

点. 当忆阻初始状态在区间上变化时ꎬ状态变量的分岔以及相应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱如图 ６ 所示. 其中ꎬ
图 ６(ａ)中的区域Ⅱ和区域Ⅰ分别对应 ｘ(０)＝ １０－６和 ｘ(０)＝ －１０－６ . 图 ６(ｂ)中上下部分分别表示 ｘ(０)＝
１０－６和 ｘ(０)＝ －１０－６时的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱. 不难观察到ꎬ当 ｘ(０)＝ －１０－６时ꎬ系统在区域Ⅰ的运动轨迹演化

为从周期 ３ 进行倍周期分岔进入混沌ꎬ所对应的由 ０ 变为正值. 而在区域Ⅱ的运动轨迹演化为从弱混沌态

经反倍周期分岔进入周期态ꎬ并最终进入稳定状态ꎬ收敛于一个稳定点ꎬ所对应的由正值变为 ０ꎬ并再由 ０
变为负值. 当 ｘ(０)＝ １０－６时ꎬ系统在区域Ⅰ和Ⅱ运动演化分别对应 ｘ(０)＝ －１０－６时系统在区域Ⅱ和Ⅰ的运

—３２—
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动演化行为. 此外ꎬ图 ６(ａ)显示的不稳定区域与式(１０)所描述的不稳定区域是基本一致. 综合以上ꎬｘ(０)
取值极大影响了系统随忆阻初值 ｖ(０)变化的动力学行为. 依赖忆阻初值变化ꎬ系统运动演化更为复杂ꎬ且
共存的多吸引子差异性较大.

考虑初始条件分别为(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬ０ꎬ０ꎬ０)和(ｘ(０)ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬｖ(０))ꎬ即分别分析 ｘ(０)和 ｙ(０)同时变

化ꎬｘ(０)和 ｖ(０)同时变化对系统运动状态影响ꎬ如图 ７ 所示. 这样可以对比分析忆阻初值与非忆阻初值对

系统运动状态分布的影响. 当 ｘ(０)在区间[－１ꎬ１]ꎬｙ(０)在区间[－１ꎬ１]内变化时ꎬ系统不同运动状态分布

如图 ７(ａ)所示ꎻ当 ｘ(０)在区间[ －１ꎬ１]ꎬｖ(０)在区间[ －１ꎬ１]内变化时ꎬ系统所呈现的动力学行为如

图 ７(ｂ)所示.

图 ６　 忆阻初始状态 ｖ(０)变化时分岔图与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖ(０)

图 ７　 不同初值平面的吸引盆

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｂａｓｉｎｓ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｌａｎｅｓ

表 １　 吸引盆中不同颜色对应的运动状态

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｌｏｒ
ｉｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｎ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ

颜色 暗红色 橙色 黄色 绿色 紫色

运动状态 稳定不动点(Ｓ) 周期 １(Ｐ１) 周期 ２(Ｐ２) 周期 ４(Ｐ４) 混沌(Ｃ)

　 　 从图 ７ 可以看出ꎬ随 ｘ(０)和 ｙ(０)同时变化ꎬ系统运动状态是成条形分布的ꎬ分布规律为关于原点对称ꎬ
且两端是周期态ꎬ中间为混沌态ꎬ并存在一些大小不一的周期窗. 当 ｙ(０)＝ ０ 时颜色分布与图 ５ 所呈现的动

力学行为基本一致ꎬ而且可以看出初值 ｙ(０)符号的改变不会影响吸引子产生的吸引域. 随 ｘ(０)和 ｖ(０)同时

变化ꎬ不同运动轨迹分布是水平‘Ｓ’型ꎬ分布规律为关于原点对称性ꎬ且在 ｘ(０)＝ ±１０－６处所呈现的动力学行

为与图 ６ 基本一致. 图中不同颜色代表着不同的运动状态ꎬ并且分别用不同字母表示出来ꎬ如表 １ 所示.
需要说明的是ꎬ图 ７ 中其他较小的颜色区域表示的运动状态为不同周期数的极限环. 有一些区域的

颜色区分不明显是由于多种不同运动轨迹共存造成的.
为了更为清晰地呈现系统依赖初值而产

生的多稳态现象ꎬ这里选择不同初值作出相应

的相轨迹图ꎬ如图 ８ 所示ꎬ系统依赖初值变化

可以呈现稳定点ꎬ不同周期数极限环ꎬ拟周期

以及混沌等运动状态. 对于 ｘ(０)和 ｙ(０)ꎬ只
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改变 ｙ(０)的符号是不会产生共存吸引子ꎬ但是只要改变 ｘ(０)的符号ꎬ系统产生的共存吸引子是同类型

的ꎬ且关于原点对称ꎬ如图 ８( ａ) ~ 图 ８( ｃ)所示. 图中对称共存吸引子都是周期运动ꎬ那么相对应的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数均为(０ꎬ－ꎬ－ꎬ－ꎬ－) . 对于 ｘ(０)和 ｖ(０)ꎬ若取值不关于原点对称时ꎬ系统产生的共存吸引子

是不同类型的ꎬ如图 ８(ｄ) ~图 ８( ｆ)所示. 非对称吸引子共存则相应 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数存在着差异ꎬ如图 ８(ｄ)
中的周期 ４ 和稳定点对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为(０ꎬ－ꎬ－ꎬ－ꎬ－)和(－ꎬ－ꎬ－ꎬ－ꎬ－) . 图 ８( ｆ)中的单涡卷和

拟周期对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为(＋ꎬ０ꎬ－ꎬ－ꎬ－)和(０ꎬ０ꎬ－ꎬ－ꎬ－) .

图 ８　 不同初始值条件下的共存

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｔｈｅ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

３　 系统的电路仿真实现

利用运算放大器 ＴＬ０８２ＣＰ 和模拟乘法器 ＡＤ６３３ 的纯模拟电路可实现式(３)所描述的非线性动力学

系统ꎬ如图 ９ 所示ꎬ其中ꎬｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖ分别代表 ５ 个积分电路通道的电容电压状态变量ꎬ对应图中的下半部

分. 上半部分是实现荷控忆阻 Ｍꎬ其输出信号为 Ｍｑꎬ即可实现本文提出的新型忆阻自激振荡系统.
依据图 ９ 所设计的忆阻电路原图ꎬ同时需要注意到乘法器 ＡＤ６３３ 的增益系数为 ０.１ꎬ可以得到新型忆

阻振荡系统式(２)的电路方程为:
ｄｘ
ｄ 

＝ １
Ｒ７Ｃ１

ｚ－ １
１０Ｒ６Ｃ１

ｘ
Ｒ３

Ｒ２
Ｖ１＋

Ｒ３

１０Ｒ１
ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｄｙ
ｄ 

＝ １
Ｒ１０Ｃ２

ｚ－ １
Ｒ１１Ｃ２

ｕꎬ

ｄｚ
ｄ 

＝ － １
Ｒ１４Ｃ３

ｚ－ １
Ｒ１５Ｃ３

ｘ－ １
Ｒ１６Ｃ３

ｙꎬ

ｄｕ
ｄ 

＝ １
Ｒ１９Ｃ４

ｙꎬ

ｄｖ
ｄ 

＝ １
Ｒ２０Ｃ５

ｘ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１１)

将式(１１)和式(３)相比较ꎬ可得参数:ａ ＝ １
Ｒ７Ｃ１

＝ １
１０Ｒ６Ｃ１

、ｍ ＝
Ｒ３

Ｒ２
、ｎ ＝

Ｒ３

１０Ｒ１
、ｂ ＝ １

Ｒ１４Ｃ３ ＝
１
Ｒ１５Ｃ３

＝ １
Ｒ１６Ｃ３

、ｃ ＝

１
Ｒ１９Ｃ４

ꎬ并计算出各个器件的参数取值如表 ２ 所示.

—５２—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 １９ 卷第 １ 期(２０１９ 年)

图 ９　 新型忆阻混沌电路的原理图

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｉｒｃｕｉｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｖｅｌ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ￣ｂａｓｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

表 ２　 新型忆阻混沌电路的参数取值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｃｉｒｃｕｉｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

电路参数 参数值 电路参数 参数值

电阻器 Ｒｉ( ｉ＝ ２ꎬ４ꎬ５ꎬ８ꎬ９ꎬ１２ꎬ１３ꎬ１７ꎬ１８) / ｋΩ １０ 电容器 Ｃｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５) / μＦ １
电阻器 Ｒｉ( ｉ＝ １０ꎬ１１ꎬ２０) /ＭΩ １ 电阻器 Ｒｉ( ｉ＝ １４ꎬ１５ꎬ１６) / ｋΩ ３３.３３

电阻器 Ｒ１ / ｋΩ １ 电阻器 Ｒ３ / ｋΩ １２
电阻器 Ｒ６ / ｋΩ １１.１１ 电阻器 Ｒ７ / ｋΩ １１１.１１
电阻器 Ｒ１９ / ｋΩ ５８.８２ 直流电源 Ｖ１ / Ｖ －１

　 　 在模拟电路仿真中ꎬ调节电路中电阻器 Ｒ１９可以改变忆阻混沌系统的参数 ｃꎬ而电路中电容初始值的

设定则表示给定系统运动的初始状态. 采用模拟电路验证共存现象的数值仿真结果ꎬ设定 Ｒ１９ ＝ ５５.８７ ｋΩ
即参数 ｃ＝ １７.９ꎬ电容 Ｃ１ 的初始值分别设为 １０－４ Ｖ 和－１０－４ Ｖꎬ其余电容的初始值为 ０ꎬ得到如图 １０(ａ)所示

的单涡卷共存. 当电阻器 Ｒ１９ ＝ ５８.８２ ｋΩꎬ然后分别设定电容 Ｃ１ 的初始值为 ０.７２ Ｖ 和－０.７２ Ｖꎬ其余电容初

始值为 ０ꎬ所得的共存波形如图 １０(ｂ)所示. 若电容 Ｃ１ 和 Ｃ５ 的初始值先分别设为 １０－４ Ｖ 和－０.２２ Ｖꎬ再分

别设定为－１０－４ Ｖ 和 ０.２２ Ｖꎬ其余电容的初始值仍为 ０ꎬ得到的拟周期共存如图 １０(ｃ)所示. 而电容 Ｃ１ 和

Ｃ５ 的初始值先分别取为 ０.５ Ｖ 和 ０.１４ Ｖꎬ再分别设定为－０.５ Ｖ 和－０.１４ Ｖꎬ剩余电容的初始值为 ０ꎬ非平衡

点集处的不对称吸引子共存如图 １０(ｄ)所示.
可见ꎬ在不同系统参数 ｃ条件下ꎬ系统出现混沌、周期、拟周期等运动状态ꎬ与此前的 ＭＡＴＬＡＢ 数值仿

真图有着较好的一致性ꎬ由此验证模拟电路实现该荷控忆阻混沌系统的可行性. 为进一步探究实际硬件
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电路实现该忆阻混沌系统奠定了基础.

图 １０　 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 仿真共存相轨图

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｔｈｅ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｂｙ Ｍｕｌｔｉｓｉｍ

４　 结语

本文提出一个基于有源荷控忆阻器的五维光滑系统ꎬ发现该五维忆阻混沌系统具有丰富动力学特性ꎬ
并通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱、分岔图和相轨迹图等数值仿真手段ꎬ表明五阶忆阻混沌系统可呈现周期、混沌、
周期态与混沌态交替和瞬态混沌等复杂的非线性行为. 本文从多角度研究了系统运动产生的多稳态吸引

子共存现象ꎬ分别从系统参数变化以及系统初始状态改变的角度去分析和寻找. 在不同初始条件下ꎬ系统

会出现不同拓扑结构的混沌吸引子共存或者不同吸引域的多周期极限环共存ꎬ以及不同周期数的极限环

与不同拓扑结构的混沌吸引子的共存. 最后ꎬ运用电路软件设计了系统的模拟电路ꎬ仿真结果较好地展现

不同相平面的混沌吸引子轨迹以及验证了相关理论分析和数值仿真结果.
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