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基于 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的离散分析与 ＦＰＧＡ 实现

金秋森ꎬ闵富红ꎬ吕晏旻
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[摘要] 　 以现场可编程门阵列( ｆｉｅｌｄ￣ｐｒｏｇｒａｍｍａｂｌｅ ｇａｔｅ ａｒｒａｙꎬＦＰＧＡ)和 ＩＥＥＥ７５４ 标准为基础ꎬ设计出能产生

Ｌｏｒｅｎｚ 混沌信号的数字电路. 首先ꎬ根据 Ｅｕｌｅｒ 法、Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法ꎬ分别将系统方程离散化. 然后ꎬ利用 Ｖｅｒｉｌｏｇ
ＨＤＬ 语言编写程序ꎬ运用 Ｘｉｌｉｎｘ 软件、Ｍｏｄｅｌｓｉｍ 软件将程序综合、编译、检测. 最终ꎬ将生成的 ｂｉｔ 文件烧录到

ＦＰＧＡ 中ꎬ通过示波器观测系统的混沌态与非混沌态. 对比论证不同算法的实现效果ꎬ得出二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ
法是实现经典混沌系统的 ＦＰＧＡ 仿真的最优离散方法ꎬ为后续混沌信号在数字化领域的进一步发展提供参考

和依据.
[关键词] 　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统ꎬ离散化ꎬＦＰＧＡꎬＶｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ
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随着计算机信息技术、机械制造与自动化技术、人工智能科学的飞速发展ꎬ数字信号处理技术已广泛

应用于通信、医学、勘测等多个学科领域[１] . 相较于模拟信号处理技术ꎬ数字信号处理技术灵活性强、精确

度高ꎬ应用范围更为广泛ꎬ且具有开发成本低、周期短等优势. 目前数字信号处理技术主要包括 ＰＬＣ、ＤＳＰ、
ＦＰＧＡ、ＣＰＬＤꎬ其中 ＦＰＧＡ 技术的应用最为广泛[２] . １９８５ 年ꎬＩＥＥＥ 制定了相关的 ＩＥＥＥ－７５４ 标准ꎬ解决了利

用 ＦＰＧＡ 实现浮点数四则运算的问题ꎬ弥补了 ＦＰＧＡ 本身只能做整体运算的缺点ꎬ为 ＦＰＧＡ 的数字信号处

理奠定了实践基础. 在探索 ＦＰＧＡ 技术实现混沌系统的过程中ꎬ大部分学者采用的是类似于文献[３－６]中
的方法ꎬ即首先通过 ＤＳＰ￣Ｂｕｉｌｄｅｒ 搭建电路ꎬ再由电路的模型转化成 ＨＤＬ 语言输出ꎬ导入代码至 ＦＰＧＡ 开

发板的方法. 相比而言ꎬ直接利用硬件语言对混沌系统进行编程的方法拥有系统模型占内存较小、时序控

制性、可移植性和拓展性较强等优点ꎬ但却鲜有学者进行讨论研究[７] .
Ｌｏｒｅｎｚ 作为最具代表的经典连续时间混沌系统ꎬ由美国气象学家 Ｌｏｒｅｎｚ 通过观察气象现象并进行大

量数据实验得出ꎬ拥有丰富的动力学特性ꎬ在不同参数的条件下ꎬ系统的运动轨迹会产生不同的周期、混沌
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状态ꎬ揭示了一系列复杂混沌特性的本质. 因此ꎬＬｏｒｅｎｚ 系统的非线性特性被广泛应用实践工程领域ꎬ众多

研究和分析都在其基础上产生. 为了产生更复杂的吸引子ꎬ文献[８－９]通过在 Ｌｏｒｅｎｚ 方程添加新的控制器

或者变量ꎬ获得了新的系统并完成了硬件电路实现. 文献[１０－１１]基于 Ｌｏｒｅｎｚ 系统对分数阶、时滞、同步做

了大量研究. 文献[１２－１３]基于 Ｌｏｒｅｎｚ 系统改进算法ꎬ利用其产生的混沌秘钥和混沌序列ꎬ探索了非线性

理论在图像加密、ＭＩＭＯ 雷达信号设计的应用前景.
本文将以经典的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统为研究对象ꎬ从设计和验证两方面论证了利用 Ｖｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ 语言和 ＦＰＧＡ

开发板对混沌系统进行数字信息化处理的实现. 设计包括 ３ 种不同离散算法的选择、程序功能的分割、模
块的搭建. 验证包括不同离散算法的对比、示波效果的比较、程序功能的检验等. 通过对比不同离散算法

的仿真效果ꎬ得出在兼顾精确率和资源调用情况下ꎬ二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法是最优的离散方案.

１　 系统模型

Ｌｏｒｅｎｚ 数学模型是基于纳维－斯托克斯方程、热传导方程和连续性方程简化得出ꎬ属于耗散系统. 作

为一个典型的自治系统ꎬ其代数方程主要由线性和简单的二次非线性组成[１４]ꎬ具体如下:
ｘ̇＝ －ａ(ｘ－ｙ)ꎬ

ｙ̇＝ ｃｘ－ｘｚ－ｙꎬ

ｚ̇＝ ｘｙ－ｂｚ.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

式中ꎬａ、ｂ、ｃ为系统的控制参数ꎬ决定了系统不同的运动状态. 当 ａ＝１０ꎬｂ＝８ / ３ꎬｃ＝２８ꎬｘ(０)＝ ０.１２ꎬｙ(０)＝ ０.１ꎬ
ｚ(０)＝ ０.１５ 时ꎬ利用 ＭＡＴＬＡＢ 仿真可得如图 １ 所示 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统的 ｘ－ｚ相图和 ｘ时序波形图.

图 １　 ＭＡＴＬＡＢ 数值仿真图

Ｆｉｇ􀆰 １　 ＭＡＴＬＡＢ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

２　 ＦＰＧＡ 及开发环境介绍

本文采用直接编写 Ｖｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ 语言的方法实现 ＦＰＧＡ. 其中ꎬＶｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ 语言是对硬件的描述ꎬ用该语

言实现的结果不是程序而是电路. 此次ꎬＦＰＧＡ 所用芯片为 Ｘｉｌｉｎｘ 厂商的 Ｓｐａｒｔａｎ－６ 系列芯片ꎬ具体型号是

ＸＣ６ＳＬＸ１６. 其片内资源主要包括:①１４ ５７９ 个逻辑单元(Ｌｏｇｉｃ Ｃｅｌｌ)ꎻ②２ ２７８ 个 Ｓｌｉｃｅｓꎬ每个 Ｓｌｉｃｅｓ 包含 ４ 个六

输入查找表(ＬＵＴ)８ 个触发器(Ｆｌｉｐ￣Ｆｌｏｐｓ)ꎻ③１８ ２２４ 个触发器(Ｆｌｉｐ￣Ｆｌｏｐｓ)ꎻ④３２ 个 ＤＳＰ４８Ａ１ Ｓｌｉｃｅｓꎬ每个

ＤＳＰ４８Ａ１ 能进行 １８×１８ 的乘法运算ꎬ不过该运算只能是整数运算ꎻ⑤１８ ｋｂ×３２ 个 Ｂｌｏｃｋ ＲＡＭ Ｂｌｏｃｋｓ.
本实验设计的开发环境是 Ｘｉｌｉｎｘ 提供的 ＩＳＥ( ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ)套件ꎬ其功能强大ꎬ集成

度高ꎬ能对程序进行合理的优化并发出警告. 具有强大的布局布线、在线调试仿真能力ꎬ能加快项目的进

展减少电路设计者的负担.
为了节约设计成本和开发时间ꎬ本次设计各模块中的浮点乘法器与加法器将直接使用集成开发环境

提供的 ＩＰ 核. 浮点运算 ＩＰ 核输入输出浮点数皆遵循 ＩＥＥＥ７５４ 标准. 使用 ＩＰ 核时ꎬ需要把定点数转为

ＩＥＥＥ７５４ 标准的二进制浮点数进行计算ꎬ该标准定义的浮点数分为单精度和双精度两种类型ꎬ双精度占用

资源较多ꎬ本次设计只使用单精度.

—０３—
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３　 利用 Ｅｕｌｅｒ 算法分析

３.１　 方程离散化

ＦＰＧＡ 由于是半定制集成电路ꎬ其功能需要使用者定义. 与 ＤＳＰ 不同ꎬＦＰＧＡ 只能进行简单的整数运

算ꎬ既不支持小数运算ꎬ也不支持积分与微分运算. 若要在 ＦＰＧＡ 实现 Ｌｏｒｅｎｚ 系统需要把该方程离散化ꎬ
把微分转为积与和的运算. 离散化的方法不同精度也会不同ꎬ首先采用精度较低的 Ｅｕｌｅｒ 法进行离散. 为

了使 ｘꎬｙꎬｚ轴不超过 ＤＡ 转换的±５ Ｖ 范围ꎬｘꎬｙꎬｚ同时除以参数 Ｅ＝ ０.１ꎬ取时间步长 ｈ＝ ０.００５ꎬ参数 ａ＝ １０ꎬ
ｂ＝ ８ / ３ꎬｃ＝ ２８ꎬ初始值 ｘ(０)＝ ０.１２ꎬｙ(０)＝ ０.１ꎬｚ(０)＝ ０.１５ꎬ将系统离散化可得:

ｘｉ＋１ ＝ ０.９５ｘｉ＋０.０５ｙｉꎬ
ｙｉ＋１ ＝ ０.１４ｘｉ＋０.９９５ｙｉ－０.０５ｘｉｚｉꎬ
ｚｉ＋１ ＝ ０.０５ｘｉｙｉ－０.９８６ ６７ｚｉ .
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３.２　 程序的设计与仿真

用 Ｖｅｒｉｌｏｇ 编写基于 Ｅｕｌｅｒ 离散化算法的模块. 模块的整体连接图如图 ２ 所示ꎬ由 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块、
Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块两部分组成. 左边的模块为 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块、右边为 Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块. 其中ꎬ
Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块有 ２ 个输入ꎬ４ 个输出ꎬ输出口与 ＤＡ 转换(Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块)连接.

图 ２　 Ｅｕｌｅｒ 法模块整体连接图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｍｏｄｕｌｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｍｅｔｈｏｄ

(１)Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块计算的流程图如图 ３ 所示ꎬ一共用到了 ４ 个乘法器ꎬ２ 个加法器ꎬ５ 个状态ꎬ每
个状态进行不同的运算. 程序按照流程图所示顺序依次使用乘法器和加法器进行计算ꎬ把得到的结果重

新赋值给 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔꎬ再次进行循环计算.

图 ３　 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块流程图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ ｍｏｄｕｌｅ

(２)Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块为高速 ＤＡ 转换服务的ꎬＤＡ 采用的芯片是 ＡＤ９７６７. 该模块包含了把浮点数转

为定点数的 ＩＰ 核ꎬ在转换之前要先把 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 输出的结果计算成 ＤＡＣ 芯片的输入值ꎬ得到这些值

之后再用浮点转定点的 ＩＰ 进行转换和输出. Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块占用的资源较少ꎬ每个乘法器和加法器只

需要完成对应的一个特定运算即可ꎬ运行流程简单ꎬ没有多个状态的先后次序ꎬ因此它们之间的连接采用

线型ꎬ相当于电路加电后同时运算一样ꎬ要保持输出不变只要输入不变即可.
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３.３　 实验结果

修改上述程序的顶层模块ꎬ添加 ｔｅｓｔ 文件将上述模块综合、编译之后ꎬ点击 Ｘｉｌｉｎｘ 软件中的 Ｍｏｄｅｌｓｉｍ
Ｓｉｍｕｌａｔｏｒ 选项ꎬ可以调出 Ｍｏｄｅｌｓｉｍ 软件ꎬ来验证程序是否正常运行. 查看 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 运行的时序图如

图 ４ 所示ꎬ可以看出该模块中的乘法器和加法器随着 ｃｌｋ 时钟信号按顺序依次进行计算ꎬ最终把得到的结

果重新赋值给 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔ 进行循环计算. 当模块的变量较多时候ꎬ可以先从 ｓｔａｔｅ 开始检查ꎬ不
同的 ｓｔａｔｅ 对应着不同的计算ꎬ整个程序是根据状态的转移ꎬ按顺序运行的.

图 ４　 Ｍｏｄｅｌｓｉｍ 联合调试时序图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｉｍｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｍｏｄｅｌｓｉｍ ｊｏｉｎｔ ｄｅｂｕｇｇｉｎｇ

将 ＦＰＧＡ 开发板分别连接至电脑和示波器的两端ꎬ如图 ５ 所示. 将顶层模块更改为原程序ꎬ添加用户约

束文件(ｕｃｆ)定义程序对应的引脚ꎬ再次将程序综合、翻译、映射、布局布线ꎬ点击 Ｘｉｌｉｎｘ 软件中的 Ｃｏｎｆｉｇｕｒｅ
Ｔａｒｇｅｔ Ｄｅｖｉｃｅ 选项ꎬ生成 ｂｉｔ 文件. 点击 Ｐｒｏｇｒａｍｍｅ Ｄｏｗｎｌｏａｄꎬ将 ｂｉｔ 文件烧录至 ＦＰＧＡ 开发板ꎬ点击开发板

Ｒｅｓｅｔ 键ꎬ示波器上将会显现完整的数值仿真波形. 调整参数ꎬ将数据 ａ＝１０ꎬｂ＝８ / ３ꎬｃ＝２８ꎬｘ(０)＝ ０.１２ꎬｙ(０)＝
０.１ꎬｚ(０)＝ ０.１５ꎬ通过 ＩＥＥＥ－７５４ 标准转化为 ３２ 位单精度浮点数后ꎬ给 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ 模块中的变量重新赋

值ꎬ编译文件ꎬ重复上述烧录工作ꎬ调整示波器可得如图 ６ 所示 Ｌｏｒｅｎｚ 系统相轨图和时序图.
对比图 １ 中由 ＭＡＴＬＡＢ 仿真出的数值拓扑图ꎬ可见 Ｌｏｒｅｎｚ 系统经过 Ｅｕｌｅｒ 算法离散化后ꎬ利用 ＦＰＧＡ

开发板ꎬ可以获得类似 ＭＡＴＬＡＢ 仿真图的效果. 但是在参数相同情况下ꎬ图 ６ 中的吸引子没有图 １ 上的吸

引子光滑ꎬ这是由于 Ｅｕｌｅｒ 算法比较简单ꎬ精确度不是很高所致.

图 ５　 实物连接仿真图

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ
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图 ６　 Ｅｕｌｅｒ 法 ＦＰＧＡ 仿真所得相轨图和时序图

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｐｈａｓｅ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ＦＰＧＡ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

４　 利用 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 算法分析

不同于 Ｅｕｌｅｒ 算法最原始的显式单步法ꎬ即利用普通的差商运算来逼近求导数值对系统方程进行求

解ꎬ该方法简单取切线端点作为下一步的起点进行计算ꎬ当迭代次数增加时ꎬ误差会因为累积而越来越

大. Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法采用稍复杂的多步骤运算方法ꎬ借助中值定理思想和泰勒级数展开法ꎬ在一个步长区间

(ｘｉꎬｘｉ＋１)内ꎬ多取几个点ꎬ计算其斜率的大小ꎬ并进行加权、平均ꎬ作为导数的近似ꎬ经过多次迭代求解系统

方程的解. 其中ꎬ根据单个步长内所取点数的不同ꎬ可以将 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法划分为一阶、二阶、三阶 Ｒｕｎｇｅ￣
Ｋｕｔｔａ 法等.
４.１　 方程离散化

类似于前面的操作流程ꎬ首先ꎬ需将系统方程进行离散化处理. 本文将以二阶、四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法为

例ꎬ分别将 Ｌｏｒｅｎｚ 系统方程进行离散化ꎬ可得:
(１)二阶离散化方程

Ｋ１１＝ －ａ(ｘｉ－ｙｉ)ꎬ
Ｋ２１＝ ｃｘｉ－ｘｉｚｉ / Ｅ－ｙｉꎬ
Ｋ３１＝ ｘｉｙｉ / Ｅ－ｂｚｉ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３)

Ｋ１２＝ －ａ((ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１１)－(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２１))ꎬ
Ｋ２２＝ ｃ(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１１)－(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１１)( ｚｉ＋Ｔ∗Ｋ３１) / Ｅ－(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２１)ꎬ
Ｋ３２＝(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１１)(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２１) / Ｅ－ｂ( ｚｉ＋Ｔ∗Ｋ３１) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

ｘｉ＋１ ＝Ｔ∗(Ｋ１１＋Ｋ１２) / ２ꎬ
ｙｉ＋１ ＝Ｔ∗(Ｋ２１＋Ｋ２２) / ２ꎬ
ｚｉ＋１ ＝Ｔ∗(Ｋ３１＋Ｋ３２) / ２.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(５)

(２)四阶离散化方程

Ｋ１１＝ －ａ(ｘｉ－ｙｉ)ꎬ
Ｋ２１＝ ｃｘｉ－ｘｉｚｉ / Ｅ－ｙｉꎬ
Ｋ３１＝ ｘｉｙｉ / Ｅ－ｂｚｉ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(６)

—３３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 １９ 卷第 １ 期(２０１９ 年)

Ｋ１ｎ＝ －ａ ｘｉ＋
Ｔ
２
∗Ｋ１(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｙｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ２(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｋ２ｎ＝ ｃ ｘｉ＋
Ｔ
２
∗Ｋ１(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｘｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ１(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ３(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅ－ ｙｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ２(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｋ３ｎ＝ ｘｉ＋
Ｔ
２
∗Ｋ１(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ ｙｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ２(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ / Ｅ－ｂ ｚｉ＋

Ｔ
２
∗Ｋ３(ｎ－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(７)

式中ꎬｎ＝ ２ꎬ３.
Ｋ１４＝ －ａ((ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１３)－(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２３))ꎬ
Ｋ２４＝ ｃ(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１３)－(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１３)( ｚｉ＋Ｔ∗Ｋ３３) / Ｅ－(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２３)ꎬ
Ｋ３４＝(ｘｉ＋Ｔ∗Ｋ１３)(ｙｉ＋Ｔ∗Ｋ２３) / Ｅ－ｂ( ｚｉ＋Ｔ∗Ｋ３３) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)

ｘｉ＋１ ＝ ｘｉ＋Ｔ∗(Ｋ１１＋２∗Ｋ１２＋２∗Ｋ１３＋Ｋ１４) / ６ꎬ
ｙｉ＋１ ＝ ｙｉ＋Ｔ∗(Ｋ２１＋２∗Ｋ２２＋２∗Ｋ２３＋Ｋ２４) / ６ꎬ
ｚｉ＋１ ＝ ｚｉ＋Ｔ∗(Ｋ３１＋２∗Ｋ３２＋２∗Ｋ３３＋Ｋ３４) / ６.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(９)

图 ７　 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法模块整体连接图

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｍｏｄｕｌｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

４.２　 程序的设计与仿真

Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 离散化算法需要的运算量较大ꎬ如果在一个模块实现会导致状态过多ꎬ实现其他系统时

修改不易. 因此分为四个可以实现不同功能的模块ꎬ分别为顶层模块ꎬＭｏｄｕｌｅ＿Ｋ１＿Ｋ２ 模块ꎬＭｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ
模块和 Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块. 二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 与四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法在求取 Ｋ 值的方程式是一样的. 因

此ꎬ二阶与四阶的整体模块连接结构相同ꎬ底层 ３ 个模块通过顶层模块进行联系ꎬ顶层模块控制 Ｍｏｄｕｌｅ＿
Ｋ１＿ Ｋ２ꎬＭｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 以及 Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 运行ꎬ具体连接方式如图 ７ 所示. ４ 个模块中 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｋ１＿Ｋ２
模块、Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块相同ꎬ变化较大的是 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块和顶层模块ꎬ以下将对顶层模块和
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Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块的流程图作具体分析.
(１)顶层模块调用和支配其他 ３ 个模块ꎬ主要作用是控制计算的顺序. 将二阶顶层模块命名为 Ｍｏｄｕｌｅ＿

Ｌｏｒｅｎｚꎬ四阶顶层模块名称为 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｌｏｒｅｎｚ＿４＿Ｒ＿Ｋꎬ程序编写综合出的硬件有 １０ 个输入ꎬ１６ 个输出ꎬ与其他

两个模块连接ꎬ还有 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔ 输出方便与 ＤＡ 转换模块连接.
①二阶顶层模块计算流程为:首先给 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔ 状态赋初值ꎬ调用 Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｋ１＿Ｋ２ 模块求取

Ｋ１ꎬ再执行 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块获得求取 Ｋ２ 的中间值 ｘ＿ｂｕｆｆꎬｙ＿ｂｕｆｆꎬｚ＿ｂｕｆｆꎬ然后再次调用 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ
模块ꎬ利用中间值求得 Ｋ２ꎬ最后再次执行 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块获得新的 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔꎬ依次循

环. 其中新的 ｘ＿ｓｔａｒｔꎬｙ＿ｓｔａｒｔꎬｚ＿ｓｔａｒｔ 将通过调用 Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块 ＤＡ 转换输出. 其具体计算流程图如

图 ８ 所示.

图 ８　 二阶顶层模块流程图

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ ｔｏｐ￣ｌｅｖｅｌ ｍｏｄｕｌｅ

②四阶顶层模块综合成的电路与二阶类似ꎬ输入输出只需要在二阶的基础上把各相的 Ｋ１ꎬＫ２ 改成

Ｋ１ꎬＫ２ꎬＫ３ꎬＫ４. 该模块计算流程图相较于二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法多了求解 Ｋ２、Ｋ３ 的过程ꎬ其过程与求解 Ｋ１、
Ｋ２ 过程相同. 由图 ９ 模块流程图可以看出ꎬ该模块一共有 ９ 个状态ꎬ每个状态对应着调用一个底层模块的

运行ꎬ程序运行一个周期时长对比二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法的 ５ 个状态大很多.

图 ９　 四阶顶层模块流程图

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ ｔｏｐ￣ｌｅｖｅｌ ｍｏｄｕｌｅ

(２)Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块主要作用是计算新的 ｘꎬｙꎬｚ 结果值(ｘｉ＋１ꎬｙｉ＋１ꎬｚｉ＋１)ꎬ和求取为计算 Ｋ２ 的中间

值(ｘ＿ｂｕｆｆｅｒꎬｙ＿ｂｕｆｆｅｒꎬｚ＿ｂｕｆｆｅｒ) . 这两个计算过程并不一样ꎬ但是所用的乘法器与加法器数量相同ꎬ且数量

只与方程组的微分方程数有关.
①二阶 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块运行的时候有一个判断过程ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ２′ｂ０１ 时执行计算 Ｋ２ 中间值的过

程ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ２′ｂ１０ 时执行计算 ｘꎬｙꎬｚ 值的过程ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ２′ｂ００ 时停止计算ꎬ所有输出为 ０. 其中二阶的

Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块流程图为图 １０.
②四阶比二阶多了两个 Ｋ值计算ꎬ计算每个 Ｋ用不同的步长ꎬ计算 ｘꎬｙꎬｚ结果时每个 Ｋ值有不同的权

重ꎬ因此四阶的 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块变化较大ꎬ模块中判断的状态也有所增加ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ４′ｂ０００１ 时计算为

求 Ｋ２ 的中间值ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ４′ｂ００１０ 时计算为求 Ｋ３ 的中间值ꎬｅｎａｂｌｅ ＝ ４′ｂ０１００ 时计算为求 Ｋ４ 的中间值ꎬ
ｅｎａｂｌｅ ＝ ４′ｂ１０００ 时计算新的 ｘꎬｙꎬｚ值. 绘制四阶 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 流程图如图 １１.

—５３—
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(３)Ｍｏｄｕｌｅ＿Ｋ１＿Ｋ２ 模块主要作用是计算 Ｋ１ꎬＫ２ꎬ二阶和四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法计算过程相同ꎬ一共 ５ 个

状态ꎬ迭代计算较为简单ꎬ能用一个模块实现ꎬ只是在顶层模块中输入不同的值就可以获得 Ｋ１ꎬＫ２.
(４)Ｍｏｄｕｌｅ＿ｃｈａｎｇｅ 模块与 Ｅｕｌｅｒ 法使用的模块相同ꎬ即将模块最终的运算数据进行 ＤＡ 转换输出ꎬ具

体工作流程不再介绍.

图 １０　 二阶 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块流程图

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ￣ｏｒｄｅｒ Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅｌ ｍｏｄｕｌｅ

图 １１　 四阶 Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ 模块流程图

Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ￣ｏｒｄｅｒ Ｍｏｄｕｌｅ＿ＸＢ＿Ｒｅ ｍｏｄｕｌｅ

４.３　 实验结果

重复上一章节的程序调试工作ꎬ将布局布线生成 ｂｉｔ 文件烧录到 ＦＰＧＡ 开发板用示波器进行观察. 取

参数 ａ＝ １０ꎬｂ＝ ８ / ３ꎬｃ＝ ２８ꎬｘ(０)＝ ０.１２ꎬｙ(０)＝ ０.１ꎬｚ(０)＝ ０.１５ꎬＥ＝ ０.１ꎬ步长 Ｔ＝ ０.００２ꎬ可得 Ｌｏｒｅｎｚ 系统相轨

图如图 １２ 所示. 其中ꎬ图 １２(ａ) ~图 １２( ｃ)为二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法实现ꎬ图 １２(ｄ) ~图 １２( ｆ)为四阶法实

现. 对比可以发现由四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法实现的图像点之间的间隔较小ꎬ并且色彩较深ꎬ原因在于四阶离

散使多个点在一个区域内显示. 运用二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法离散时候ꎬ在单位时间计算的点数相同情况下ꎬ
点与点之间跨距减少ꎬ这使得计算过程未能多次遍历整个混沌区域ꎬ可能只遍历了一次ꎬ因此显得图像比

较稀疏. 但是相较于 Ｅｕｌｅｒ 法而言ꎬ可以看到图像轨道分明ꎬ毛刺较少ꎬ显得较为光滑ꎬ混沌特性还原度较高.
—６３—
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图 １２　 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法 ＦＰＧＡ 仿真所得相轨图

Ｆｉｇ􀆰 １２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ＦＰＧＡ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

４.４　 误差分析与算法比较

将 ＦＰＧＡ 仿真中 ３ 种离散方案所得的 ｘ 时序图数据通过 ＭＡＴＬＡＢ 转换ꎬ并将转换后的数据分别与原

ＭＡＴＬＡＢ 仿真数据进行误差拟合ꎬ可以得出 ３ 种离散方案的误差分析曲线如图 １３ 所示. 由图可见采用 Ｅｕｌｅｒ
法时的系统误差比采用 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法更为明显ꎬ且稳定时间较短ꎬ仅有 １５ ｓ 左右ꎬ随着程序迭代ꎬ１５ ｓ 之后

误差便会不断地累积放大ꎬ波动也更加明显. 由图 １２(ｂ)、图 １２(ｃ)可知ꎬ相比较 Ｅｕｌｅｒ 法ꎬＲｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法的稳

定性要好很多ꎬ精度也更高ꎬ二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法在 ２２ ｓ 后误差逐渐增大ꎬ而四阶算法大约在 ２５ ｓ 出现误

差. 这两种Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法之间的误差分析曲线差别不大ꎬ但二阶误差曲线在 １７ ｓ 和 ２１ ｓ 时有微小误差存在ꎬ
而四阶则相较稳定.

图 １３　 ＦＰＧＡ与ＭＡＴＬＡＢ仿真输出数据 ｘ的误差曲线

Ｆｉｇ􀆰 １３　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ＦＰＧＡ ａｎｄ ＭＡＴＬＡＢ ｏｕｔｐｕｔ ｄａｔａ ｘ

判断一个算法实现的优劣不但要依靠数据的误差度ꎬ还需要考虑 ＦＰＧＡ 实现时开发板的资源使用情况ꎬ
资源调用少ꎬ算法运行简易ꎬ运行速率快. 反之ꎬ程序运行冗长ꎬ易出错ꎬ消耗资源ꎬ在有效时间内示波器不易

—７３—
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显示完整波形图. ＩＳＥ 提供的浮点乘法器及浮点加法器ꎬＦＰＧＡ 中内置 ３２ 个 ＤＳＰ４８Ａ１ꎬ一个乘法器使用完整

的 ４ 个 ＤＳＰ 加上 １００ 个 ＬＵＴꎬ或者直接使用 ６４８ 个 ＬＵＴ. 本次系统 ３ 种算法实现及 ＤＡ 转换模块占用的

ＦＰＧＡ 资源如表 １ 所示.
表 １　 ３种算法 ＦＰＧＡ资源使用情况对比表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｔａｂｌｅ ｏｆ ＦＰＧＡ ｒｅｓｏｕｒｃｅ
ｕｓａｇｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

资源占用率
算法

Ｅｕｌｅｒ 二阶 四阶

寄存器模块 ７％ １９％ ２３％
ＬＵＴ 单元 ３５％ ７３％ ８２％
逻辑单元 ４１％ ８２％ ８２％
未使用的触发器(Ｆｌｉｐ ＦｌｏｐＨ) ５９％ ５５％ ５１％
成套 ＬＵＴ￣ＦＦ 单元 ３２％ ４１％ ４２％
输入输出单元( ＩＯＢｓ) １５％ １５％ １５％
ＤＳＰ４８Ａ１ｓ 模块 ７５％ ９３％ １００％

　 　 由表 １ 可知ꎬ在 ＦＰＧＡ 内部资源调动方面ꎬＥｕｌｅｒ 算法一共用到了 ４ 个乘法器和 ２ 个加法器ꎬＬＵＴ 占用

３５％ꎬ可见 Ｅｕｌｅｒ 算法占用的系统资源较少ꎬ二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 算法一共用到了 ６ 个乘法器和 ５ 个加法器ꎬ
ＬＵＴ 占用率达到 ７３％ꎬ而使用四阶算法时 ＬＵＴ 的占用率达到 ８２％. 无论采用哪种 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 算法进行系

统实现时ꎬ系统资源均已占用大半资源.
根据综合实现效果和资源调用情况分析可知ꎬＲｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法的精确度整体优于 Ｅｕｌｅｒ 法ꎬ在 Ｒｕｎｇｅ￣

Ｋｕｔｔａ 法中四阶精确度稍稍优于二阶. 但是ꎬ四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 对开发板资源的要求最大ꎬ故而在实现经典

混沌系统方面ꎬ二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法是最优选择.

５　 结语

本文主要基于 ＦＰＧＡ 数字技术ꎬ利用 Ｖｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ 语言编写程序ꎬ进行调试与仿真. 讨论了 Ｅｕｌｅｒ 法、
二阶和四阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法 ３ 种离散算法. 结合这 ３ 种离散算法ꎬ利用直接编写 Ｖｅｒｉｌｏｇ ＨＤＬ 语言程序的方

式对经典 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统进行 ＦＰＧＡ 仿真实现ꎬ得出在兼顾仿真精确度和开发板资源占用率这两项指标

情况下ꎬ二阶 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 法为非线性系统方程最优离散方法的结论.
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