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[摘要] 　 图能量表述为方阵形式的矩阵特征值绝对值之和. 网络能量已在无向图、有向图及混合图中得到较为成

功的应用ꎬ与传统意义上的图能量之间存在多个相同或相似的上下限. 由于图与超图之间的关联ꎬ无向图与有向图

的网络能量及无向超图的超网络能量之间存在密切联系. 将超网络能量由无向超图推广应用到有向超图ꎬ提出了

有向超图的超网络能量ꎬ分析了无向超图与有向超图的超网络能量之间的关联ꎬ同时论述了无向图与有向图的网

络能量及无向超图与有向超图的超网络能量之间的联系ꎬ最后给出了有向超图的超网络能量若干重要性质.
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图能量最初是由 Ｇｕｔｍａｎ 于 １９７８ 年提出[１]ꎬ最早可追溯到 Ｈｕｃｋｅｌ 分子轨道理论[２] . 对图能量的研究

是从无向图开始的ꎬ传统意义上的图能量定义为图的邻接矩阵特征值绝对值之和. 对于有向图而言ꎬ则是

将其斜邻接矩阵的特征值绝对值之和作为斜能量来进行研究的[３] . 现今提出的图的不同能量形式有数十

种之多[４]ꎬ包括距离能量[５]、拟 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 能量[６]、关联能量[７]、匹配能量[８]、Ｌａｐｌａｃｉａｎ 能量[９]、无符号

Ｌａｐｌａｃｉａｎ 能量[１０]、Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 能量[１１]、距离 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 能量[１２]、距离无符号 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 能量[１２]等. 由于有

向图比无向图更为复杂ꎬ有向图的研究成果远不及无向图丰硕.
图在数学及化学中有重要的研究价值[１３－１４]ꎬ现实生活中也存在各种各样的图[１５－１６] . 超图是比图更为

复杂的一类结构. 对于超图而言ꎬ一般是通过与其一一对应的关联矩阵进行表述. 由于关联矩阵通常情况

下不是方阵ꎬ使得通常意义上图能量的研究方法不能直接应用于超图的研究中. 基于网络维数[１７]的网络
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能量已在无向图[１８]、有向图[１９]及混合图[２０]中得到成功的应用ꎬ基于超网络维数[２１] 的超网络能量已在无

向超图[２２]中得到成功的应用ꎬ我们可以尝试将无向超图的超网络能量推广应用于有向超图中ꎬ提出有向

超图的超网络能量. 本文所研究的超图均是超边及节点均不带权重的无权超图.

１　 预备知识

１.１　 无向图与有向图

定义 １[１] 　 对任一含有 ｎ 个节点及 ｍ 条边的图而言ꎬ如果该图的所有边均是无向的ꎬ则该图称为无向

图ꎬ记为 Ｇ(ｎꎬｍ) .
无向图 Ｇ 的表述方法一般是方阵形式的邻接矩阵ꎬ记为 Ａ(Ｇ) .
定义 ２[３] 　 对任一含有 ｎ 个节点及 ｍ 条边的图而言ꎬ如果该图的所有边均是有向的ꎬ则该图称为有向

图ꎬ记为 Ｇσ(ｎꎬｍ) .
有向图 Ｇσ 的表述方法一般是方阵形式的斜邻接矩阵ꎬ记为 Ｓ(Ｇσ) .
显然ꎬ有向图是对无向图的所有无向边均赋予一个方向 σ 得到的. 对于一个含有 ｍ 条边的无向图 Ｇ

而言ꎬ其对应的有向图 Ｇσ 有 ２ｍ 个.
１.２　 无向超图与有向超图

定义 ３[２３] 　 对任一节点集为 Ｖꎬ超边集为 Ｅ 的超图而言ꎬ如果该超图的所有超边均是无向的ꎬ则该超

图称为无向超图ꎬ记为 Ｆ＝(ＶꎬＥ) .
无向超图 Ｆ 的表述方法一般是关联矩阵ꎬ记为 Ｃ(Ｆ) . 当 Ｆ 的节点数与无向超边数相等时ꎬＣ(Ｆ)为方

阵ꎬ否则ꎬＣ(Ｆ)为非方阵.
定义 ４[２４] 　 对任一节点集为 Ｖꎬ超边集为 Ｅ 的超图而言ꎬ如果该超图的所有超边均是有向的ꎬ则该超

图称为有向超图ꎬ记为 Ｈ＝(ＶꎬＥ) .
有向超图 Ｈ 的表述方法一般也是关联矩阵ꎬ记为 Ｃ(Ｈ) . 当 Ｈ 的节点数与有向超边数相等时ꎬＣ(Ｈ)

为方阵ꎬ否则ꎬＣ(Ｈ)为非方阵.
超图的表述方法除了关联矩阵之外ꎬ还有邻接矩阵[２５]ꎬ但邻接矩阵与超图并不一定一一对应ꎬ应用也

不是很多.
对于有向超图中的一条有向超边 ｅ 包含的节点而言ꎬ这些节点可以划分为头节点集 Ｈ(ｅ)和尾节点集

Ｔ(ｅ)ꎬ这导致有向超图远比有向图复杂. 目前ꎬ尽管无向超图的能量已有一些理论提出ꎬ但迄今为止ꎬ对有

向超图的能量研究甚少.
１.３　 网络能量与超网络能量

从分形维数出发ꎬ我们提出了网络维数的计算方法[１７]ꎬ并先后应用于无向图及有向图中ꎬ提出了无向

图的网络能量[１８]及有向图的网络能量[１９] .
对于无向图 Ｇ(ｎꎬｍ)而言ꎬ其网络能量 ＮＥ(Ｇ)表述为[１８]ꎬ

ＮＥ(Ｇ)＝ ｎ ｌｏｇｎ２ｍ . (１)
对于有向图 Ｇσ(ｎꎬｍ)而言ꎬ其网络能量 ＮＥ(Ｇσ)表述为[１９]ꎬ

ＮＥ(Ｇσ)＝ ｎ ｌｏｇｎｍ . (２)
网络能量通过解析的形式得到图的能量的另一种表述ꎬ与图的其他形式的能量之间具有相同或相近

的上下限. 实际上ꎬ无向图及有向图的网络能量也可以推广应用到混合图中[２０] .
对超图能量的研究也是从无向超图开始的. 对于无向超图而言ꎬ由于其关联矩阵一般情况下不是方

阵ꎬ我们可以借鉴无向图中通过网络维数计算网络能量的方法ꎬ通过超网络维数计算超网络能量.
对于节点集为 Ｖꎬ超边集为 Ｅ 的无向超图 Ｆ 而言ꎬ其超网络能量 ＨＥ(Ｆ)表述为[２２]ꎬ

ＨＥ(Ｆ)＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
ＨＤ(Ｆ) ＝ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
２ ＨＤ(Ｆ) . (３)

上式中ꎬＨＤ(Ｆ)为超网络 Ｆ 的超网络维数ꎬ表述为[２６]ꎬ

ＨＤ(Ｆ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃ ｉｊ . (４)

我们对无向超图的超网络能量进行研究ꎬ得出了一些重要结论. 虽然有向超图与无向超图均是通过
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关联矩阵进行表述的ꎬ但是有向超图远较无向超图复杂. 在本文中ꎬ我们尝试对无向超图的超网络能量计

算方法进行改进ꎬ得到有向超图的超网络能量计算方法ꎬ并分析其重要性质.

２　 有向超图的超网络能量研究

对于无向超图而言ꎬ其关联矩阵中的元素非 ０ 即 １ꎬ属于 ０－１ 矩阵. 对于有向超图而言ꎬ其关联矩阵中

的元素包含－１、０、１ 共 ３ 种不同的元素ꎬ可以称之为{－１ꎬ０ꎬ１}矩阵. 有向超图的超网络能量不能直接用无

向超图的超网络能量计算方法得到ꎬ需要进行适当的改进.
在无向超图 Ｆ 中ꎬ根据节点是否包含在超边中ꎬ可以直接得到 ０－１ 形式的关联矩阵 Ｃ(Ｆ)ꎬ表述为

[Ｃｉｊ] ｜Ｖ ｜ × ｜Ｅ ｜ ＝
１ꎬ ｖｉ∈ｅｊꎬ
０ꎬ ｖｉ∉ｅｊ .{ (５)

在有向超图 Ｈ 中ꎬ其任一有向超边 ｅｉ(１≤ｉ≤｜Ｅ ｜ )中的节点可以划分为头节点集 Ｈ( ｅｉ)及尾节点集

Ｔ(ｅｉ) . 在关联矩阵 Ｃ(Ｈ)中ꎬ有:

[Ｃｉｊ] ｜ Ｖ ｜ × ｜Ｅ ｜ ＝
１ꎬ ｖｉ∈Ｈ(ｅｊ)ꎬ
－１ꎬ ｖｉ∈Ｔ(ｅｊ)ꎬ
０ꎬ 其它.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(６)

于是ꎬ类似于式(５)中的无向超图的关联矩阵表述方法ꎬ我们可以得到有向超图 Ｈ 的头节点关联矩阵

ＨＣ(Ｈ)及尾节点关联矩阵 ＴＣ(Ｈ)ꎬ

[ＨＣｉｊ] ｜Ｖ ｜ × ｜Ｅ ｜ ＝
１ꎬ ｖｉ∈Ｈ(ｅｊ)ꎬ
０ꎬ ｖｉ∉Ｈ(ｅｊ) .{ (７)

[ＴＣｉｊ] ｜Ｖ ｜ × ｜Ｅ ｜ ＝
１ꎬ ｖｉ∈Ｔ(ｅｊ)ꎬ
０ꎬ ｖｉ∉Ｔ(ｅｊ) .{ (８)

很显然ꎬ由式(６)、式(７)、式(８)可得 Ｃ、ＨＣ、ＴＣ 三者之间的联系ꎬ
Ｃ＝ＨＣ－ＴＣ. (９)

我们对有向超图的 ０－１ 矩阵形式的头节点关联矩阵及尾节点关联矩阵进行分析ꎬ进而得到有向超图

的超网络能量.
对于节点集为 Ｖꎬ超边集为 Ｅ 的有向超图 Ｈ 而言ꎬ其超网络能量 ＨＥ(Ｈ)为ꎬ

ＨＥ(Ｈ)＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
１
２ ( ＨＤ(ＨＣ) ＋ ＨＤ(ＴＣ) )＝ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
４ ( ＨＤ(ＨＣ) ＋ ＨＤ(ＴＣ) ) . (１０)

式中ꎬＨＤ(ＨＣ)、ＨＤ(ＴＣ)分别为有向超图 Ｈ 的头节点关联矩阵及尾节点关联矩阵对应的超网络的超网络

维数ꎬ

ＨＤ(ＨＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＨＣｉｊ(Ｈ)ꎬ (１１)

ＨＤ(ＴＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ) . (１２)

实际上ꎬ式(１１)、式(１２)中ꎬ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＨＣｉｊ(Ｈ)、∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ)分别是超边包含的所有头节点与尾节

点数目之和ꎬ即头节点集与尾节点集的基数之和ꎬ则式(１１)、式(１２)可改写为

ＨＤ(ＨＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
｜ Ｅ｜

ｉ ＝ １
｜Ｈ(ｅｉ) ｜ . (１３)

ＨＤ(ＴＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
｜ Ｅ｜

ｉ ＝ １
｜Ｔ(ｅｉ) ｜ . (１４)

从式(１０)可以发现ꎬ我们是采用 ＨＤ(ＨＣ) 、 ＨＤ(ＴＣ) 二者的算术平均值而不是几何平均值来取代

式(３)中的 ＨＤ(Ｆ) 进而得到有向超图的超网络能量ꎬ主要原因在于避免可能存在的零值相乘问题. 因为

在极端情况下ꎬ可能存在有向超图中的所有头节点集及尾节点集均为空的情况. 基于这种考量ꎬ采用二者

的算术平均值进行计算比采用几何平均值进行计算更为合适.
—８３—
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３　 有向超图的超网络能量性质

我们对有向超图的超网络能量性质进行分析ꎬ主要是分析有向超图的超网络能量的上下限及几类特

殊有向超图的超网络能量.
定理 １　 对有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ其超网络能量的下限为 ０ꎬ即

ＨＥ(Ｈ)≥０. (１５)
证明　 根据有向超图的超网络能量的定义ꎬ定理 １ 显然成立. 定理 １ 得证. 证毕.
实际上ꎬ只有不含有任何节点及超边的空超图与不含有超边的零超图的超网络能量才是 ０. 于是我们

可以得到如下引理.
引理 １　 空超图的超网络能量为 ０.
证明　 空超图不含有任何节点及超边ꎬ即有:Ｖ＝Φ且 Ｅ＝Φꎬ则 ｜Ｖ ｜ ＝ ０ꎬ且 ｜Ｅ ｜ ＝ ０. 根据有向超图的超

网络能量的定义ꎬ引理 １ 显然成立. 引理 １ 得证. 证毕.
引理 ２　 零超图的超网络能量为 ０.
证明　 零超图至少含有一个节点ꎬ但不含有任何超边ꎬ即有:Ｖ≠Φ 且 Ｅ＝Φꎬ则 ｜Ｖ ｜ ≠０ꎬ且 ｜Ｅ ｜ ＝ ０. 根

据有向超图的超网络能量的定义ꎬ引理 ２ 显然成立. 引理 ２ 得证. 证毕.
一般情况下ꎬ非空超图都至少含有一条非空超边ꎬ于是ꎬ我们可以得到如下定理.
定理 ２　 对非空有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ其超网络能量的下限为 １ꎬ即有:

ＨＥ(Ｈ)≥１. (１６)
证明　 非空有向超图至少含有一条非空超边ꎬ即有:Ｖ≠Φ 且 Ｅ≠Φꎬ则 ｜Ｖ ｜ ≥１ꎬ且 ｜Ｅ ｜ ≥１. 根据有向

超图的超网络能量的定义ꎬ定理 ２ 显然成立. 定理 ２ 得证. 证毕.
实际上ꎬ只有仅含有一条连接有一个节点的有向超边的有向超图的超网络能量才是 １ꎬ此时ꎬ ｜Ｖ ｜ ＝ １ꎬ

且 ｜Ｅ ｜ ＝ １ꎬ而且ꎬ由于此有向超边只连接有一个节点ꎬ则此有向超边的头节点集为空或尾节点集为空.
对于有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)来说ꎬ可以通过对无向超图 Ｆ ＝ (ＶꎬＥ)的每条无向超边包含的所有节点划

分为头节点集及尾节点集而得到. 在极端情况下ꎬ存在头节点集或尾节点集为空的情形ꎬ可得到如下定理.
定理 ３　 对于通过对无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)中的每条无向超边包含的所有节点划分为头节点集及尾节

点集而得到的有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ若所有的头节点集或尾节点集为空ꎬ则无向超图及有向超图的超

网络能量 ＨＥ(Ｆ)及 ＨＥ(Ｈ)满足

ＨＥ(Ｈ)＝ ＨＥ(Ｆ) . (１７)
证明　 对于无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)及得到的有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)而言ꎬ若所有的头节点集或尾节点集

为空ꎬ则有 Ｈ(ｅｉ)＝ Φ或 Ｔ(ｅｉ)＝ Φꎬ根据式(９)ꎬ则有 Ｃ(Ｆ)＝ ＨＣ(Ｈ)或者 Ｃ(Ｆ)＝ ＴＣ(Ｈ)ꎬ于是有:

ＨＤ(ＨＣ) ＋ ＨＤ(ＴＣ) ＝ ＨＤ(Ｈ) . (１８)

结合式(３)、式(１０)ꎬ可得式(１７) . 定理 ３ 显然成立. 证毕. 式(１０)中ꎬ ＨＤ(ＨＣ) 与 ＨＤ(ＴＣ) 二者是

通过算术平均值结合起来的ꎬ根据加法的交换律ꎬ可以得到如下定理.
定理 ４　 对于有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)而言ꎬ将其每一条有向超边所包含的头节点集及尾节点集交换ꎬ得

到的有向超图超网络能量不变.
证明　 对于有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ交换其每一条有向超边所包含的头节点集及尾节点集ꎬ在计算

所得到的有向超图的超网络能量时ꎬ相当于将 ＨＤ(ＨＣ)与 ＨＤ(ＴＣ)交换ꎬ根据式(１０)ꎬ得到的超网络能量

不变. 定理 ４ 显然成立. 定理 ４ 得证ꎬ证毕.
由于 ２－均匀无向超图就是通常意义上的图ꎬ我们对由 ２－均匀无向超图得到的有向超图进行分析ꎬ则

有如下定理.
定理 ５　 对于由 ２－均匀无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)得到的有向超图Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ如果其每一条有向超边

的头节点集及尾节点集均只含有一个节点ꎬ则其超网络能量 ＨＥ(Ｈ)为:

ＨＥ(Ｈ)＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ ｜Ｅ ｜
. (１９)

证明　 无向超图中ꎬ２－均匀无向超图每条超边只包含有 ２ 个节点ꎬ其实就是通常意义上的无向图. 如
—９３—
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果得到的有向超图每一条有向超边的头节点集及尾节点集均只含有一个节点ꎬ则此有向超图就是通常意

义上的有向图. 则有:

ＨＤ(ＨＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＨＣｉｊ(Ｈ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ｜Ｅ ｜ ꎬ (２０)

ＨＤ(ＴＣ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ｜Ｅ ｜ . (２１)

将式(２０)、式(２１)代入式(１０)ꎬ可以得到此有向超图的超网络能量为:

ＨＥ(Ｈ)＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
１
２

２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ ｜Ｅ ｜ ＋ ２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ ｜Ｅ ｜( ) ＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ ｜Ｅ ｜
. (２２)

特别的ꎬ当节点数与超边数相等时ꎬ即 ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜时ꎬ我们可以得到如下的引理.
引理 ３　 对于节点数与超边数相等的 ２－均匀有向超图而言ꎬ如果其任一有向超边的头节点集及尾节

点集均只含有一个节点ꎬ则其超网络能量等于其节点数ꎬ也等于其超边数ꎬ即有:
ＨＥ(Ｈ)＝ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜ . (２３)

证明　 在式(２２)中ꎬ将 ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜代入ꎬ则有:

ＨＥ(Ｈ)＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ ｜Ｅ ｜ ＝ ｜Ｖ ｜
２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｖ ｜ ｌｇ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｖ ｜
１

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｌｇ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜ . (２４)
式(２３)显然成立. 引理 ３ 得证. 证毕.
由于原始图为单圈图的有向图的网络能量等于其节点数与边数ꎬ则可以得到如下引理.
引理 ４　 对于节点数与超边数相等的 ２－均匀有向超图而言ꎬ如果其任一有向超边的头节点集及尾节

点集均只含有一个节点ꎬ则其超网络能量与原始图为单圈图且节点数相同的有向图的网络能量相等ꎬ
即有:

ＨＥ(Ｈ)＝ ＮＥ(Ｇσ) . (２５)
证明　 对于原始图 Ｇ 为单圈图的有向图 Ｇσ 而言ꎬ其网络能量 ＮＥ(Ｇσ)为[１９]:

ＮＥ(Ｇσ)＝ ｜Ｖ ｜ ｌｏｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ＝ ｜Ｖ ｜ ｌｏｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜ . (２６)
结合式(２４)ꎬ式(２５)显然成立. 引理 ４ 得证. 证毕.
通过引理 ４ꎬ我们可以发现ꎬ有向超图是有向图的超集ꎬ有向图是有向超图的特例ꎬ从而进一步将图与

超图联系起来了.
对于由无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)得到的有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ结合式(１１)、式(１２)ꎬ则有

∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ)＋ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ)＝ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ(Ｆ) . (２７)

根据式(３)ꎬ我们可以得到有向超图的超网络能量的一个上限ꎬ则可以得到如下定理.
定理 ６　 对于由无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)得到的有向超图Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ有向超图Ｈ 的超网络能量存在

上限ꎬ

ＨＥ(Ｈ)≤( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２ ＨＤ(Ｈ′) . (２８)

式中ꎬ

ＨＤ(Ｈ′)＝ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ １
２ ∑

ｉ∈Ｖ
∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ . (２９)

证明　 欲证式(２８)ꎬ只需证明

ＨＥ(Ｈ)－( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２ ＨＤ(Ｈ′) ＝ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
４ ( ＨＤ(ＨＣ) ＋ ＨＤ(ＴＣ) ) －( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
２ ＨＤ(Ｈ′) ≤０. (３０)

由于 ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜≥１ꎬ于是ꎬ只需证明

ＨＤ(ＨＣ) ＋ ＨＤ(ＴＣ) ≤２ ＨＤ(Ｈ′) . (３１)

根据式(２７)ꎬ可令 ｙ＝ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ(Ｈ)ꎬｘ＝ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

ＴＣｉｊ(Ｈ)ꎬ根据式(１１)、式(１２)ꎬ代入式(３１)ꎬ则只需

要证明

２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ ｘ ＋ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ(ｙ－ｘ) ≤２ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜

ｌｇ １
２
ｙ . (３２)

—０４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



刘胜久ꎬ等:有向超图的超网络能量及其性质

上式中ꎬ由于
２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜
>０ꎬ即需证明

ｌｇ ｘ ＋ ｌｇ(ｙ－ｘ) ≤２ ｌｇ １
２
ｙ . (３３)

令 ｆ(ｘ)＝ ｌｇ ｘ ＋ ｌｇ(ｙ－ｘ) －２ ｌｇ １
２
ｙ ꎬ则有:

ｆ′(ｘ)＝ １
２ｘ ｌｇ ｘ

－ １
２(ｙ－ｘ) ｌｇ(ｙ－ｘ)

＝

>０ꎬ ｘ< １
２
ｙꎬ

＝ ０ꎬ ｘ＝ １
２
ｙꎬ

<０ꎬ ｘ> １
２
ｙ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(３４)

由于 １≤ｘ≤ｙꎬ即当 ｘ∈ １ꎬ １
２
ｙé

ë
êê

ù

û
úú 时ꎬｆ(ｘ)为增函数. 当 ｘ∈ １

２
ｙꎬｙé

ë
êê

ù

û
úú 时ꎬｆ(ｘ)为减函数. 当 ｘ ＝ １

２
ｙ 时ꎬ

ｆ(ｘ)取最大值. 则有:

ｆ(ｘ)ｍａｘ ＝ ｆ
１
２
ｙæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ ｌｇ １

２
ｙ . (３５)

定理 ６ 得证. 证毕.
结合式(４)、式(２９)ꎬ我们可以发现有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)不超过无向超图 Ｆ ＝

(ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｆ) . 于是我们可以得到如下的引理.
引理 ５　 对于无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ其得到的有向超图Ｈ＝(ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)不超过无

向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)的超网络能量ꎬ即有:
ＨＥ(Ｈ)≤ＨＥ(Ｆ) . (３６)

证明　 根据定理 ６ꎬ对于有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)而言ꎬ有:

ＨＥ(Ｈ)≤( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２

２
ｌｇ｜ Ｖ｜ ｜ Ｅ｜ ｌｇ

１
２ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ . (３７)
根据式(３)、式(４)ꎬ对于无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｆ)而言ꎬ有:

ＨＥ(Ｆ)＝ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２

２
ｌｇ｜ Ｖ｜ ｜ Ｅ｜ ｌｇ∑

ｉ∈Ｖ
∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ . (３８)
式(３６)显然成立. 引理 ５ 得证. 证毕.
对于密度为 ρ 的无向超图 Ｆ＝ (ＶꎬＥ)而言ꎬ可以得到有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)的另

一个上限. 于是我们可以得到如下的引理.
引理 ６　 对于由密度为 ρ 的无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)得到的有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ有向超图 Ｈ 的超网

络能量存在如下式所示的上限:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

ρ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
３
４ . (３９)

证明　 根据定理 ６ꎬ有:

ＨＥ(Ｈ) ≤ ( ｜ Ｖ ｜ ｜ Ｅ ｜ )
１
２

２
ｌｇ｜ Ｖ｜ ｜ Ｅ｜ ｌｇ

１
２ ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ . (４０)

而 ∑
ｉ∈Ｖ

∑
ｊ∈Ｅ

Ｃｉｊ ＝ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ρꎬ代入上式ꎬ则有:

ＨＥ(Ｈ)≤( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２

２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ

１
２ ρ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ＝( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
２ ２＋ ２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ
１
２ ρ ＝( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

１
２ １＋ １＋ ２

ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ
１
２ ρ( ) . (４１)

对上式中的指数项用泰勒公式展开ꎬ只取前两项ꎬ则有:

ＨＥ(Ｈ)≤( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
１
２ １＋ １

２ １＋ ２
ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ

１
２ ρ( )[ ] ＝( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

３
４ ＋ １

２ｌｇ ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ ｌｇ
１
２ ρ ＝ ２

２
ρ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

３
４ . (４２)

特别地ꎬ当节点数与超边数相等时ꎬ即 ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜时ꎬ我们可以得到如下的引理.
—１４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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引理 ７　 对于由密度为 ρ 的节点数与超边数相等的无向超图 Ｆ ＝ (ＶꎬＥ)得到的有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)
而言ꎬ有向超图 Ｈ 的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)存在如下式所示的上限:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

ρ ｜Ｖ ｜
３
２ ＝ ２

２
ρ ｜Ｅ ｜

３
２ . (４３)

证明　 将 ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜代入式(３９)ꎬ即得式(４３) . 引理 ７ 得证. 证毕.
由于均匀超图在现实生活中应用较广ꎬ下面ꎬ我们重点对均匀超图进行分析.
对于 ｋ 均匀超图而言ꎬ有 ｋ＝ ρ ｜Ｖ ｜ ꎬ于是可以得到如下的定理.
定理 ７　 对于由 ｋ 均匀无向超图 Ｆ＝(ＶꎬＥ)得到的有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)而言ꎬ有向超图 Ｈ 的超网络能

量 ＨＥ(Ｈ)存在如下式所示的上限:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

ｋ ｜Ｖ ｜
１
４ ｜Ｅ ｜

３
４ . (４４)

证明　 将 ｋ＝ ρ ｜Ｖ ｜代入式(３９)ꎬ即得式(４４) . 定理 ７ 显然成立. 定理 ７ 得证. 证毕.
当节点数目与超边数目相等时ꎬ我们可以得到如下的引理.
引理 ８　 对于由节点数目与超边数目相等的 ｋ 均匀无向超图 Ｆ ＝ (ＶꎬＥ)得到的有向超图 Ｈ ＝ (ＶꎬＥ)

而言ꎬ有向超图 Ｈ 的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)存在如下式所示的上限:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

ｋ ｜Ｖ ｜ ＝ ２
２

ｋ ｜Ｅ ｜ . (４５)

证明　 将 ｜Ｖ ｜ ＝ ｜Ｅ ｜代入式(４４)ꎬ即得式(４５) . 引理 ８ 显然成立. 引理 ８ 得证. 证毕.
实际上ꎬ将 ｋ＝ ρ ｜Ｖ ｜代入式(４３)ꎬ也可以得到式(４５) .
当 ｋ＝ ２ 时ꎬ此时得到的有向超图 Ｈ 就是通常意义上的有向图 Ｇσꎬ根据[１９]ꎬ此时引理 ８ 的结论仍然

成立.
对于有向超图而言ꎬ由于其每一条有向超边 ｅ 可以分别包含头节点集 Ｈ(ｅ)及尾节点集 Ｔ(ｅ)ꎬ如果所

有的头节点集 Ｈ(ｅ)及尾节点集 Ｔ(ｅ)的基数 ｈ、ｔ 均相等ꎬ则可以得到如下的定理.
定理 ８　 在有向超图 Ｈ＝(ＶꎬＥ)中ꎬ如果有向超图 Ｈ 的每一条有向超边 ｅ 的头节点集 Ｈ(ｅ)的基数为

ｈ、尾节点集 Ｔ(ｅ)的基数为 ｔꎬ则有向超图 Ｈ 的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)存在如下式所示的上限:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

ｈ＋ｔ ｜Ｖ ｜
１
４ ｜Ｅ ｜

３
４ . (４６)

证明　 在有向超图 Ｈ 中ꎬ如果其每一条有向超边 ｅ 的头节点集 Ｈ(ｅ)的基数为 ｈ、尾节点集 Ｔ(ｅ)的基数

为 ｔꎬ则相当于每一条有向超边均包含(ｈ＋ｔ)个节点ꎬ其对应的无向超图为(ｈ＋ｔ)均匀无向超图. 将 ｋ ＝ｈ＋ｔ 代
入式(４４)ꎬ即得式(４６) . 定理 ８ 显然成立. 证毕.

从定理 ８ 可以看出ꎬ若有向超图的每一条超边的头节点集及尾节点集均包含该超边的所有节点ꎬ则得

到的有向超图的超网络能量与对应的无向超图的超网络能量相等. 这个结论与将无向图的每一条无向边

替换成两条反向的有向边所得到的有向图的网络能量与原始无向图的网络能量相等的结论是类似的ꎬ从
而进一步将图与超图联系起来了.

对定理 ８ 进行分析ꎬ我们可以得到如下的一个引理.
引理 ９　 ２ｋ 均匀无向超图得到的有向超图 Ｈ 与 ｋ 均匀无向超图 Ｆ 的超网络能量具有相同的上限.
证明　 根据定理 ８ꎬ２ｋ 均匀无向超图得到的有向超图 Ｈ 的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)为:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

２ｋ ｜Ｖ ｜
１
４ ｜Ｅ ｜

３
４ ＝ ｋ ｜Ｖ ｜

１
４ ｜Ｅ ｜

３
４ . (４７)

ｋ 均匀无向超图 Ｆ 的超网络能量 ＨＥ(Ｆ)为[１７]:

ＨＥ(Ｆ)≤ ｋ ｜Ｖ ｜
１
４ ｜Ｅ ｜

３
４ . (４８)

引理 ９ 显然成立. 证毕.
实际上ꎬ对 ｋ 均匀无向超图 Ｆ 而言ꎬ式(４８)中的等号是严格成立. 对引理 ９ 进行推广ꎬ我们可以得到

另一个引理.
—２４—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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引理 １０　 密度为 ２ρ 的无向超图得到的有向超图 Ｈ 与密度为 ρ 的无向超图 Ｆ 的超网络能量具有相同

的上限.
证明　 根据引理 ６ꎬ密度为 ２ρ 的无向超图得到的有向超图 Ｈ 的超网络能量 ＨＥ(Ｈ)为:

ＨＥ(Ｈ)≤ ２
２

２ρ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
３
４ ＝ ρ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )

３
４ . (４９)

密度为 ρ 的无向超图 Ｆ 的超网络能量 ＨＥ(Ｆ)为[１７]:

ＨＥ(Ｆ)≤ ρ ( ｜Ｖ ｜ ｜Ｅ ｜ )
３
４ . (５０)

引理 １０ 显然成立. 证毕.

４　 结语

本文提出了一种有向超图的超网络能量计算方法ꎬ将超网络能量的研究由无向超图推广并应用到有

向超图ꎬ并分析了无向图与有向图的网络能量及无向超图与有向超图的超网络能量之间的关联ꎬ给出了有

向超图超网络能量的几个上下限ꎬ并重点论述了有向超图超网络能量的若干重要性质.
未来的工作包括 ３ 个方面:
(１)本文所研究的有向超图仍是无权超图ꎬ实际中ꎬ超图的节点及边可能带有权重ꎬ如何将超网络能

量应用于带权超图需要进一步分析.
(２)在实际中ꎬ与混合图类似ꎬ可能存在既有有向超边ꎬ又有无向超边的混合超图ꎬ混合超图的超网络

能量如何处理需要进一步研究.
(３)现实生活中ꎬ存在作者合著网络、供应链网络等真实的超图ꎬ如何对真实超图的超网络能量进行

分析处理也是后续研究的重点.
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