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交叉抽样在复杂网络中的研究与应用
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[摘要] 　 针对传统网络抽样主要是对复杂网络的节点及边进行独立抽样ꎬ提出对复杂网络的节点或边进行独

立的 ２ 次抽样ꎬ再对得到的抽样网络进行分析ꎬ从而推算出原始网络的各项参数. 在交叉抽样中ꎬ分析了点交叉

抽样、边交叉抽样及混合抽样中的点混合抽样与边混合抽样 ４ 种交叉抽样方法ꎬ并在经典的 ＥＲ、ＷＳ 及 ＢＡ 网络

模型上进行了验证. 结果表明ꎬ通过交叉抽样可较好地推算出原始网络的平均度、平均路径长度、网络直径、传递

聚集系数、ＷＳ 聚集系数、网络维数等参数ꎬ且点混合抽样的效果最优.
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传统意义上度量图及复杂网络特性的参数有节点数、边数、度、平均度、直径、平均路径长度、聚类系数

等. 对于无向图、有向图、混合图ꎬ还可通过其图能量[１]、斜能量[２]、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 能量[３] 及网络能量[４－６] 等对

其特性进行深层次的分析研究. 图的这些参数在各种人工网络[７－８]及真实网络[９－１０]中均得到成功应用ꎬ如
社会学中的六度分割等.

图及复杂网络的节点及边的数量往往非常庞大ꎬ对大规模的图进行分析极为耗时费力ꎬ抽样成为推断

复杂网络参数的一个可行选择. 由于网络是由节点及边构成的ꎬ传统抽样方法主要有点抽样和边抽样两

种. 实际应用中ꎬ这两种方法均有一些缺陷与不足. 本文提出一种交叉抽样的方法ꎬ通过对复杂网络的节

点或边分别进行 ２ 次独立的抽样ꎬ再对抽样结果进行分析ꎬ以此估算实际网络的各种参数. 实验结果表

明ꎬ所提方法在多个复杂网络模型中表现良好ꎬ且混合交叉抽样中的点混合抽样效果最优.
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刘胜久ꎬ等:交叉抽样在复杂网络中的研究与应用

１　 预备知识

１.１　 图及其分类

根据不同的分类标准ꎬ图可以分为多个不同的类型[１１] .
根据节点及边是否带有权重ꎬ图可以分为无权图与带权图. 无权图可表述为 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ)形式的二元

组ꎬ其中 Ｖ 为节点集ꎬＥ 为边集ꎬＶ⊂Ｅ×Ｅ. 带权图可表述为 Ｇ＝(ＶꎬＥꎬＷ)ꎬ其中 Ｗ 为权重. 节点或边的权重

可以分别是正实数、负实数、纯虚数及复数等. 可认为无权图的节点及边的权重非 ０ 即 １ꎬ即无权图是带权

图的特例.
根据图中的边是否有方向ꎬ图可分为无向图、有向图及混合图. 无向图、有向图、混合图一般情况下可

通过邻接矩阵、斜邻接矩阵、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵进行表述ꎬ这些矩阵均为 ｜Ｖ ｜ × ｜Ｖ ｜的方阵.
此外ꎬ根据图中是否含有平行边及自环ꎬ图可分为简单图与多重图. 根据图中一个节点连接的其他节

点数目ꎬ图可分为零图、空图、环图、规则图、完全图等.
本文研究所涉及的图是指无向、无权、无自环、无平行边的简单图.

１.２　 复杂网络模型

经典的复杂网络模型主要有 ＥＲ 随机网络模型、ＷＳ / ＮＷ 小世界网络模型、ＢＡ 无标度网络模型.
Ｅｒｄｏｓ 等提出了 ＥＲ 随机网络模型[１２]ꎬ该网络节点度分布呈泊松分布. 但 ＥＲ 随机网络模型与真实世

界中的复杂网络并不契合. Ｗａｔｔｓ 等对 ＥＲ 随机网络模型的连接策略进行改进ꎬ采用断边重连处理节点之

间的连接ꎬ提出了 ＷＳ 小世界网络模型[１３] . Ｎｅｗｍａｎ 等又采用随机加边处理节点之间的连接ꎬ提出了 ＮＷ
小世界网络模型[１４] . 二者得到的度分布呈指数分布. 在节点数目极大时ꎬ可认为 ＷＳ 网络模型与 ＮＷ 网络

模型是等价的. Ｂａｒａｂａｓｉ 等继续对 ＥＲ 随机网络模型的连接策略进行改进ꎬ采用增长择优处理节点之间的

连接ꎬ提出了 ＢＡ 无标度网络模型[１５]ꎬ较好地解释了真实世界中的网络鲁棒与脆弱并存的特性.
对经典复杂网络模型的改进是当前研究的一大热点ꎬ如对 ＢＡ 无标度网络模型的改进[１６] 等. 由于邻

接矩阵与网络是一一对应的ꎬ通过邻接矩阵对复杂网络进行研究也是复杂网络研究的重要内容[１７] .
１.３　 复杂网络参数

度分布是区分 ＥＲ 随机网络模型、ＷＳ / ＮＷ 小世界网络模型、ＢＡ 无标度网络模型的一个重要方法ꎬ三
者的度分布不同ꎬ参数也不一致. 度秩函数[１８]、分维指标[１９]、分形维数[２０]、网络维数[２１] 等是较常用的方

法. 本文主要应用平均度、平均路径长度、网络直径、聚集系数、网络维数、网络能量对网络参数进行估算.
对图 Ｇ 中的任一节点 ｖｉꎬ与 ｖｉ 直接相连的节点数目ꎬ即与 ｖｉ 直接相连的边数ꎬ称为 ｖｉ 的度ꎬ记为 ｄ(ｖｉ) .

所有节点的度的平均值称为图 Ｇ 的平均度ꎬ记为 ｄ(ｖ):

ｄ(ｖ)＝ １
｜Ｖ ｜ ∑ｖｉ∈Ｖ

ｄ(ｖｉ) . (１)

对图 Ｇ 中的任一节点对 ｖｉ 及 ｖｊꎬｖｉ 到 ｖｊ 之间所要经过的边数称为 ｖｉ 到 ｖｊ 的路径长度ꎬ记为 ｄｉｊ . 所有节

点对之间的路径长度的平均值称为图 Ｇ 的平均路径长度ꎬ记为 Ｌ:

Ｌ＝ １
∪{ｄｉｊ}

∑
ｖｉ∈Ｖꎬｖｊ∈Ｖꎬｉ≠ｊ

ｄｉｊ . (２)

图 Ｇ 的网络直径 Ｄ 定义为所有节点对之间的路径长度的最大值:
Ｄ＝ ｍａｘ

ｖｉ∈Ｖꎬｖｊ∈Ｖꎬｉ≠ｊ
ｄｉｊ . (３)

聚集系数有局部聚集系数及全局聚集系数之分ꎬ统计一般只分析全局聚集系数[２２]ꎬ记为 ＣＣ:

ＣＣ＝
３ ∪{ＧΔ}

３ ∪{ＧΔ} ＋２ ∪{Ｇ＾}
ꎬ (４)

式中ꎬＧΔ 表示图 Ｇ 中闭三点组ꎻＧ＾表示图 Ｇ 中开三点组.
图 Ｇ 的网络维数 ＮＤ 定义为图 Ｇ 边数目 ２ 倍的对数值与节点数目对数值的比值:

ＮＤ＝ ｌｇ２ ｜Ｅ ｜
ｌｇ ｜Ｖ ｜

. (５)
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２　 交叉抽样

２.１　 点交叉抽样

点交叉抽样对原始网络中的节点进行 ２ 次随机抽样ꎬ再对 ２ 次抽样得到的节点集进行分析ꎬ取 ２ 次抽

样得到的不同节点集合的交集作为点交叉抽样的结果. 步骤如下:
(１)以概率 ｐｖ１对原始网络 Ｇ 中的节点进行随机抽样ꎬ抽样得到的节点集记为 Ｖ１ꎻ
(２)以概率 ｐｖ２对原始网络 Ｇ 中的节点进行随机抽样ꎬ抽样得到的节点集记为 Ｖ２ꎻ
(３)对得到的节点集 Ｖ１ 及 Ｖ２ 进行分析ꎬ将节点交集 Ｖ＝Ｖ１∩Ｖ２ 作为点交叉抽样的结果ꎻ
(４)对所得节点交集 Ｖ 构成的抽样网络 Ｇｐ 进行分析ꎬ反推出原始网络的各项参数并分析其特性.
由于 ２ 次点抽样是相互独立的ꎬ故点交叉抽样的概率为 ｐｖ ＝ ｐｖ１􀅰ｐｖ２ . 显然ꎬ当 ｐｖ１或 ｐｖ２等于 １ 时ꎬ点交叉

抽样即退化为通常意义上的点抽样.

一般情况下ꎬ在点交叉抽样时对 ２ 次节点抽样进行等概率抽样ꎬ即 ｐｖ１ ＝ ｐｖ２ ＝ ｐｖ .
２.２　 边交叉抽样

边交叉抽样对原始网络中的边进行 ２ 次随机抽样ꎬ再对 ２ 次抽样得到的边集进行分析ꎬ取 ２ 次抽样得

到的不同边集合的交集作为边交叉抽样的结果. 步骤如下:
(１)以概率 ｐｅ１对原始网络 Ｇ 中的边进行随机抽样ꎬ抽样得到的边集记为 Ｅ１ꎻ
(２)以概率 ｐｅ２对原始网络 Ｇ 中的边进行随机抽样ꎬ抽样得到的边集记为 Ｅ２ꎻ
(３)对得到的边集 Ｅ１ 及 Ｅ２ 进行分析ꎬ将边交集 Ｅ＝Ｅ１∩Ｅ２ 作为边交叉抽样的结果ꎻ
(４)对所得边交集 Ｅ 构成的抽样网络 Ｇｐ 进行分析ꎬ反推出原始网络的各项参数并分析其特性.
由于 ２ 次边抽样是相互独立的ꎬ故边交叉抽样的概率为 ｐｅ ＝ ｐｅ１􀅰ｐｅ２ . 显然ꎬ当 ｐｅ１或 ｐｅ２等于 １ 时ꎬ边交叉

抽样即退化为通常意义上的边抽样.

一般情况下ꎬ在边交叉抽样时对 ２ 次边抽样进行等概率抽样ꎬ即 ｐｅ１ ＝ ｐｅ２ ＝ ｐｅ .
２.３　 混合交叉抽样

混合交叉抽样分别通过对原始网络中的节点及边进行随机抽样ꎬ再对 ２ 次抽样所得节点集及边集进

行分析ꎬ取 ２ 次抽样所得节点集及边集合的交集作为混合交叉抽样的结果. 根据混合交叉抽样的结果ꎬ混
合交叉抽样可进一步分为点混合抽样与边混合抽样. 步骤如下:

(１)以概率 ｐｖ 对原始网络 Ｇ 中的节点进行随机抽样ꎬ抽样得到的节点集记为 Ｖｐꎻ
(２)以概率 ｐｅ 对原始网络 Ｇ 中的边进行随机抽样ꎬ抽样得到的边集记为 Ｅｐꎻ
(３)对所得节点集 Ｖｐ 及边集 Ｅｐ 进行分析ꎬ将节点交集 Ｖ＝Ｖｐ∩∪{Ｖ∈Ｅｐ}及边交集 Ｅ ＝∪{Ｅ∈Ｖｐ×Ｖｐ} Ｖｐ∩Ｅｐ

作为混合交叉抽样的结果ꎻ
(４)对所得节点交集 Ｖ 构成的抽样网络 Ｇｐｖ进行分析ꎬ反推出原始网络的各项参数ꎬ即点混合抽样ꎻ
(５)对所得边交集 Ｅ 构成的抽样网络 Ｇｐｅ进行分析ꎬ反推出原始网络的各项参数ꎬ即边混合抽样.
由于 ２ 次点抽样及边抽样是相互独立的ꎬ故点抽样及边抽样的先后顺序不影响混合交叉抽样的结果ꎬ

混合交叉抽样的概率为 ｐｃ ＝ ｐｖ􀅰ｐｅ . 显然ꎬ当 ｐｖ ＝ １ 时ꎬ混合交叉抽样即退化为通常意义上的边抽样ꎻ当 ｐｅ ＝ １
时ꎬ混合交叉抽样即退化为通常意义上的点抽样.

一般情况下ꎬ在混合抽样时对点及边进行等概率抽样ꎬ即 ｐｖ ＝ ｐｅ ＝ ｐｃ .

３　 实验验证

３.１　 实验设计

本文分别在随机网络、小世界网络及无标度网络上进行交叉抽样实验ꎬ随机网络选取 ＥＲ 随机网络模

型ꎬ小世界网络模型选取 ＷＳ 小世界网络模型ꎬ无标度网络模型选取 ＢＡ 无标度网络模型. 对每种网络模

型均选取 ３ 种不同规模的网络ꎬ采用 Ｐａｊｅｋ６４ ５.１４ 生成不同规模的网络. 抽样概率分别设定为 １０％、２０％、
３０％、４０％、５０％. 为避免随机性的影响ꎬ对每次抽样均重复 １０ 次ꎬ取 １０ 次交叉抽样所得结果的算术平均

值作为最终结果. 实验硬件环境为 ｌｎｔｅｌ(Ｒ)Ｃｏｒｅ(ＴＭ) ｉ５－４３００Ｕ ＣＰＵ＠ １.９０ＧＨｚ ２.５０ＧＨｚ、８Ｇ 内存、５００Ｇ
—６８—
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硬盘ꎬ软件环境是 Ｗｉｎｄｏｗｓ ７ 旗舰版 ６４ 位操作系统、ｊｄｋ１.８.０＿１９１、Ｅｃｌｉｐｓｅ ２０１９－０６(４.１２.０) .
３.２　 交叉抽样实验结果

３.２.１　 随机网络交叉抽样实验结果
表 １　 ＥＲ 随机网络参数统计表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ＥＲ ｒａｎｄｏｍ ｎｅｔｗｏｒｋ

编号 参数 ＥＲ(１０３ꎬ１０４) ＥＲ(１０４ꎬ１０５) ＥＲ(１０５ꎬ１０６)

１ 平均度 ２０ ２０ ２０

２ 平均路径长度 ３.２５７ ６９ ４.２５８ ５１ ５.２６１ ４６

３ 网络直径 ５ ７ ９

４ 传递聚集系数 ０.００９ ８７８ １３ ０.０００ ９７１ ６１ ０.０００ ０９８ １８

５ ＷＳ 聚集系数 ０.００９ ７８７ ９６ ０.０００ ９６７ ６９ ０.０００ ０９９ ５９

６ 网络维数 １.４３３ ６７７ １.３２５ ２５７ １.２６０ ２０６

　 　 分别构建 ３ 个不同规模的 ＥＲ 随机网络ꎬ各项

参数如表 １ 所示.
表 １ 中ꎬＥＲ(ｍꎬｎ)表示向初始的 ｍ 个节点随机

添加 ｎ 条边构成的 ＥＲ 随机网络.
图 １~图 ３ 分别是对表 １ 中的 ３ 个 ＥＲ 随机网络

进行交叉抽样得到的结果.
３.２.２　 小世界网络交叉抽样实验结果

分别构建不同规模的 ＷＳ 小世界网络ꎬ各项参

数如表 ２ 所示.

图 １　 ＥＲ(１０３ꎬ１０４)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＥＲ(１０３ꎬ１０４)

图 ２　 ＥＲ(１０４ꎬ１０５)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＥＲ(１０４ꎬ１０５)

—７８—
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图 ３　 ＥＲ(１０５ꎬ１０６)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＥＲ(１０５ꎬ１０６)

表 ２　 ＷＳ 小世界网络参数统计表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ＷＳ ｓｍａｌｌ￣ｗｏｒｌｄ ｎｅｔｗｏｒｋ

编号 参数 ＷＳ(１０３ꎬ１０ꎬ０.５) ＷＳ(１０４ꎬ１０ꎬ０.５) ＷＳ(１０５ꎬ１０ꎬ０.５)
１ 平均度 ２０ ２０ ２０
２ 平均路径长度 ２.６９６ ３１ ３.５３２ ２８ ４.３２９ ８７
３ 网络直径 ４ ５ ６
４ 传递聚集系数 ０.１０３ ７７６ ５４ ０.０８９ ４５５ ０３ ０.０８５ ６２１ ８３
５ ＷＳ 聚集系数 ０.１０９ ３７５ ３２ ０.０９３ ９０２ １５ ０.０９０ ２４１ １５
６ 网络维数 １.４３３ ６７７ １.３２５ ２５７ １.２６０ ２０６

　 　 表 ２ 中ꎬＷＳ(ｍꎬｋꎬｐ)表示初始的规则图有 ｍ 个节点ꎬ每个节点与左右各 ｋ 个节点相连ꎬ以概率 ｐ 随机

断掉连接并重新连边后得到 ＷＳ 小世界网络.
图 ４~图 ６ 分别是对表 ２ 中的 ３ 个 ＷＳ 小世界网络进行交叉抽样得到的结果.

图 ４　 ＷＳ(１０３ꎬ１０ꎬ０.５)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＷＳ(１０３ꎬ１０ꎬ０.５)

—８８—
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图 ５　 ＷＳ(１０４ꎬ１０ꎬ０.５)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＷＳ(１０４ꎬ１０ꎬ０.５)

图 ６　 ＷＳ(１０５ꎬ１０ꎬ０.５)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＷＳ(１０５ꎬ１０ꎬ０.５)

３.２.３　 无标度网络交叉抽样实验结果

分别构建不同规模的 ＢＡ 无标度网络ꎬ各项参数如表 ３ 所示.
表 ３　 ＢＡ 无标度网络参数统计表

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ＢＡ ｓｃａｌｅ￣ｆｒｅｅ ｎｅｔｗｏｒｋ

编号 参数 ＢＡ(１０３ꎬ１０４ꎬ１０ꎬ０.２) ＢＡ(１０４ꎬ１０５ꎬ１０ꎬ０.２) ＢＡ(１０５ꎬ１０６ꎬ１０ꎬ０.２)
１ 平均度 １９.１４４ １９.８９７ ２ １９.９２１ ７２
２ 平均路径长度 ２.７３６ ８６ ３.３５３ ７１ ３.９７４ ６０
３ 网络直径 ６ ７ ８
４ 传递聚集系数 ０.０６８ ０５６ ４８ ０.０１２ ５７３ ６８ ０.００１ ９６１ ２０
５ ＷＳ 聚集系数 ０.０４９ ３６７ １８ ０.００６ ０２４ ６６ ０.０００ ６８９ ５３
６ 网络维数 １.４２７ ３４４ １.３２４ ６９８ １.２５９ ８６５

—９８—
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　 　 表 ３ 中ꎬＢＡ(ｍꎬｎꎬｃꎬｐ)表示初始的 ＥＲ 随机图有 ｃ 个节点ꎬ这些节点的初始连接概率为 ｐꎬ通过添加 ｍ
个节点及不超过 ｎ 条边后得到 ＢＡ 无标度网络.

图 ７~图 ９ 分别是对表 ３ 中的 ３ 个 ＢＡ 无标度网络进行交叉抽样得到的结果.

图 ７　 ＢＡ(１０３ꎬ１０４ꎬ１０ꎬ０.２)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＢＡ(１０３ꎬ１０４ꎬ１０ꎬ０.２)

图 ８　 ＢＡ(１０４ꎬ１０５ꎬ１０ꎬ０.２)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＢＡ(１０４ꎬ１０５ꎬ１０ꎬ０.２)

３.３　 实验分析

通过分析图 １~图 ９ 的结果可以发现ꎬ在选定的平均度、平均路径长度、网络直径、传递聚集系数、ＷＳ
聚集系数、网络维数等 ６ 个网络参数的交叉抽样中ꎬ随着交叉抽样概率的增加ꎬ相较于点交叉抽样、边交叉

抽样、边混合抽样ꎬ点混合抽样在平均度、平均路径长度、传递聚集系数、ＷＳ 聚集系数、网络维数等方面都

线性趋近原始网络ꎬ且平均度及网络维数的线性效果最好ꎬ因而完全可以通过分析点混合抽样结果推断出

原始网络的各项参数. 尽管随着抽样概率的变化ꎬ通过点交叉抽样、边交叉抽样、点混合抽样、边混合抽样
—０９—
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图 ９　 ＢＡ(１０５ꎬ１０６ꎬ１０ꎬ０.２)交叉抽样结果

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｃｒｏｓｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ＢＡ(１０５ꎬ１０６ꎬ１０ꎬ０.２)

所得结果均存在一定波动ꎬ但点混合抽样结果波动更为平缓ꎬ在 ＥＲ 及 ＷＳ 网络的抽样中表现得更为突

出. 在网络直径方面ꎬ实验发现ꎬ随着交叉抽样概率的逐步增加ꎬ交叉抽样网络的参数并未逐步趋近原始

网络. 实际上ꎬ由于网络直径需要对所有路径进行分析ꎬ大部分网络抽样方法对推断原始网络的网络直径

效果均欠佳.

４　 结论

本文提出了一种针对复杂网络的交叉抽样方法ꎬ通过对复杂网络的节点或边进行独立的 ２ 次抽样ꎬ再
对抽样的结果进行分析ꎬ从而推断原始网络的各项参数. 对 ＥＲ / ＷＳ / ＢＡ 网络模型的实验研究发现ꎬ通过交

叉抽样结果可较好推断出原始网络的各项参数ꎬ且点混合抽样效果更好.
未来的工作包括 ３ 个方面:交叉抽样对推断原始复杂网络的边介数、点介数的效果如何需继续进一步

分析ꎻ网络直径的交叉抽样结果欠佳ꎬ如何通过交叉抽样推断出原始网络的网络直径需进一步研究ꎻ真实

世界的复杂网络往往是小世界、无标度、自相似等多种特性的复合体ꎬ在真实网络中交叉抽样的效果如何

需进行进一步验证.
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