
用母函数理论分析递归算法的时间复杂度

方贤进,潘地林,管建军

(安徽理工大学计算机系,安徽 淮南 232001)

[摘要 ] � 对算法进行时间复杂度分析是算法分析与研究的重要内容,而对递归算法分析其时间复杂度时往往比较困难.
提出了用组合数学中的母函数与递推关系理论来分析一些特殊的递归算法的时间复杂度,并同时得出三个推论,在算法的

分析与研究方面具有一定的参考价值.
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Abstract: Ana lyz ing the time comp lex ity of one a lgo rithm is very important to the ana ly sis of and research on the a l�

go rithm. It is usua lly difficu lt to ana lyze the tim e com plex ity o f a recursiv e a lgor ithm. In th is paper, the theo ries o f

g eneration function and recursive relation in com bina to rics is used to ana ly ze the tim e com plex ity of som e specia l re�

cursive algorithm, w ith three conc lusions reached s imu ltaneously, w hich is of v aluable re ference to the ana lys is and

research on a lgo rithm.
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0� 引言

一个程序在计算机上运行时所耗费的时间取

决于对源程序进行编译所需时间、计算机执行每条

指令所需时间、程序中指令重复执行的次数.

前两条依赖于实现算法的计算机软件、硬件系

统,亦即依赖于实现算法所用语言的编译程序的性

能和计算机本身的速度.因此习惯上常常用重复执

行次数最多的语句频度 ( F requency count)来分析

算法的时间复杂度,记为 t ( n ), 其中 n为问题的规

模或大小.例如对 n个存放于数组 a [ n]中的数进

行选择法排序的算法:

� for( i= 0; i< n- 1; i+ + ) � � � / /共进行 n -

1趟排序

� � { � k= ;i � � � � � � � / /n - 1

� � � for( j= i+ 1; j< n; j+ + ) � � / /n - i- 1

� � � � if( a[ j] < a[ k] ) k= ;j � / /第 i趟需进

行 n - i- 1次比较, 该语句频度最大

� � � if( k! = i) { t= a[ k]; a [ k] = a [ i] ; a[ i]

= ;t }

� � � � � � � � � � � � � / /进行 n - 1

次比较和交换

� � }

该算法的时间复杂度为:

t( n ) = �
n- 2

i= 0
( n - i - 1) =

( n - 1) n
2

=

1
2
( n

2
- n) = O ( n

2
).

对一个算法进行时间复杂度的分析方式有多

种,但有时候一个算法的时间复杂度并不象上面的

例子那样可以轻易地分析出来. 也许对一个 fo r循

环、对一个单一语句的时间复杂度可以马上分析出

来,但遇到递归算法时, 则无法轻易地分析出其时

间复杂度, 而递归算法又是程序设计时经常采用的
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有效手段.如求解 n阶 hano i塔问题的递归算法:

� � vo id H anoi ( int n, char one, char tw o, char

three)

� � / /将 n个盘从 one座借助 tw o座,移动到 three

座

� � { if( n= = 1) printf( �% c � % c�, one, three);

� � � e lse

� � � { � hano i( n- 1, one, three, tw o);
� � � � � printf( �% c � % c�, one, three) ;

� � � � � hano i( n- 1, two, one, three) ;

� � � }
� � }

类似的递归算法还有很多, 例如求 F ibonacci

数列前 n项的递归算法等. 对于这些递归算法, 可

以利用组合数学中的母函数与递推关系理论来分

析其时间复杂度.

1� 利用母函数与递推关系理论分析
递归算法的时间复杂度

1. 1� 相关概念
� � ( 1) 母函数

对于序列 a0, a1, a2, �,构造一函数 G ( x ) = a0

+ a1x + a2x
2
+ ��,则称函数 G ( x )是序列 a0, a1,

a2, �的母函数.若求得序列的母函数,则该序列随

之确定,反之亦然.序列 a0, a1, a2, �可记为 { an }或

a( n ).

( 2) k阶常系数线性递推关系式与特征多项

式

若母函数 G ( x ) = a0 + a1x + a2x
2
+ ��,所对

应的序列 { an }满足 an + C1an - 1 + C 2an- 2 + � +

Ckan - k = 0, 并且有初始条件 a0 = d0, a1 = d1, �,

ak- 1 = dk - 1, C1, C2, �, Ck 及 d0, d1, �, dk - 1是常数,

Ck � 0, 则称 an + C1an - 1 + C2 an- 2 + � + Ckan - k = 0

为序列 { an }的 k阶常系数线性递推关系.

对应于 k阶常系数线性递推关系的多项式

C (x ) = x
k
+ C 1x

k - 1
+ �+ Ck- 1x+ Ck称为序列 { an }

的特征多项式.

笔者根据母函数与递推关系理论 (见文献

[ 4] ),在分析一些递归算法的时间复杂度时,总结

出下列推论:

1. 2� 推论 1及其应用

设某一递归算法时间复杂度函数为 t ( n ), 如

果其 k阶常系数递推关系式所对应的特征多项式

C (x )有 k个不同的根 �1, �2, ��k,则 t( n)的解为:

t( n ) = A 1�1
n
+ A 2�2

n� + Ak �k
n
, 其中 A 1, A 2�

A k为 k个待定常数.

例如, 对上面 n阶 hano i塔问题的递归算法进

行分析.不妨设 h ( n )表示将 n个盘子从 one座移

动到 three座所需的转移次数亦即 hanoi问题算法

的时间复杂度. 根据算法先把前面 n - 1个盘子转

移到 tw o座上 (移动次数为 h ( n - 1)次 ),然后把第

n个盘子转移到 three座上 (移动次数为 1次 );最

后再一次将 two座上的 n - 1个盘子转移到 three

座上 (移动次数为 h ( n- 1)次 ). 则显然有:

h ( n) = 2h ( n- 1) + 1,其中 h ( 1) = 1 ( 1)

同样有:

h ( n- 1) = 2h ( n - 2) + 1 ( 2)

( 1)式 - (2)式即可得到 2阶 (即 k = 2)常系数线

性递推关系式:

h ( n) - 3h ( n- 1) + 2h ( n - 2) = 0

根据母函数与递推关系理论, 序列 h ( n )所对

应的特征多项式为 C ( x ) = x
2
- 3x + 2, 其有两个不

同的根 x1 = 1, x 2 = 2. 则 h ( n ) = A 1x1
n
+ A 2x2

n
= A 1

+ A 2 2
n

,其中 A 1, A 2为待定常系数.

根据 hano i问题, 显然有初值 h ( 1) = 1, h ( 2)

= 3,于是求得 A 1 = - 1, A 2 = 1,故 h ( n ) = 2
n
- 1.说

明 n阶 hano i塔问题递归算法的时间复杂度为 O

( 2
n
).

按照同样的方法,读者可自行分析用递归算法

求 F ibonacci数列 n项的时间复杂度为:

t( n ) =

1+ 5

2

n

- 1- 5

2

n

5
.

1. 3� 推论 2及其应用

设某一递归算法时间复杂度为 t ( n ), 其常系

数线性递推关系式所对应的特征多项式 C ( x )有 k

重根 �1,则递推关系的解即 t ( n )对应于 �1的项为

(A 0 + A 1 n+ �Ak - 1 n
k- 1

)�1
n
,其中 A 0, A 1, �Ak - 1为 k

个待定常数.特征多项式 C ( x )的非重根所对应的

项按推论 1中的方法求解.

例如, 分析用递归算法求下列函数值时的时间

复杂度 t( n ) (算法简略 ).

func( n ) = 5func ( n - 1 ) - 8 func ( n - 2 ) +

4func( n - 3),并给定初值 func( 1)、func ( 2)、func

( 3).

由函数的递推关系我们得到算法的时间复杂

度 t( n )的线性常系数递推关系:

t( n ) - 5t( n - 1) + 8t ( n - 2) - 4t ( n - 3) = 0,

显然有初值 t( 0) = 0, t(1) = 1, t( 2) = 1.

则根据母函数与递推关系理论得到线性常系
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数递推关系式的特征多项式: C ( x ) = x
3
- 5x

2
+

8x- 4,该特征多项式有 3个根 x 1, 2 = 2(二重根 ), x3

= 1,则递推关系式的解即 t( n)为:

t( n ) = (A 0 + A 1n ) � 2n + A 2 � 1
n
,其中 A 0, A 1,

A 2为待定常系数, 根据初值求得 A 0 = 3, A 1 = - 1,

A 2 = - 3, 所以该递归算法的时间复杂度 t ( n ) = 3

� 2n - n� 2n
- 3.

1. 4� 推论 3

设某一递归算法时间复杂度为 t ( n ), 其递推

关系式所对应的特征多项式 C ( x )有不同的复根,

此时可按照 �推论 1�的办法处理.不过复数有它的

特点, 假如特征多项式 C (x )的两个共轭复根 x1, x2

可化成下列形式: x1 = �( cos�+ isin�), x 2 =

�( cos�- isin�).例如将特征多项式 C ( x ) = x
2
+

x + 1的两个复根 x1 = ( - 1+ 3 i) /2, x 2 = ( - 1 -

3 i) /2可写成:

x1 = cos
2
3
�+ isin

2
3
�,

x2 = cos
2
3
�- isin

2
3
�� � ( �= 1).

此种情况下,递推关系式的解即递归算法的时

间复杂度可根据推论 1有:

t( n ) = k1x
n

1 + k2x
n

2 = k1�
n

( cosn�+ isinn�) +

k2�
n
( cosn�- isinn�) = �

n
( k1 + k2 ) cosn�+ i�

n
( k1 -

k2 ) sinn�.

k1 + k2和 i( k1 - k2 )仍然是待定常数, �、�可由

复根求得. 令 A = k1 + k2, B= i( k1 - k2 )得到:

t( n ) = A�
n
cosn�+ B�

n
sinn�

应用实例由于篇幅所限, 作者在此不再赘述.

2� 结论

在分析递归算法的时间复杂度 t ( n )时, 如果

t( n )的递推关系式是一个常系数线性递推关系式,

则可以利用母函数与递推关系理论求出其时间复

杂度.
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