
一类多输出 Bent函数的构造

刘志高
1, 2
,张福泰

1
,徐  倩 1

( 1.南京师范大学 数学与计算机科学学院,江苏 南京 210097;

2.安徽工业大学 职业技术学院,安徽 马鞍山 243001 )

[摘要 ]  推广了半 Ben t函数的概念,提出了多输出半 Ben t函数的概念,并由此给出了多输出 B ent函数的一种构造方法.

该方法通过级联两个多输出半 B ent函数得到多输出 B ent函数.与原有的方法相比,该方法具有结构简单、使用方便的优点.

用此方法可构造具有任意偶数个变元的多输出 Ben t函数.此外,还给出了多输出半 B ent函数的一种构造方法.除了可用于

构造多输出 Ben t函数外,多输出半 Ben t函数还可应用于多输出前馈网等方面.
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Abstract: The concept of sem -i bent func tions is gene ra lized. M eanw hile, the concept o fm ult-i outpu t sem -i ben t func-

tions is introduced. Based on the new concept, a me thod of construct ing mu lt-i output Bent functions is presented. In

them ethod, am ult-i outpu t Bent function is constructed by concatenating two mu lt-i output sem -i B ent func tions. Com-

pared w ith the ex isting m ethods, our new ly proposed me thod has a simp le structure and is conven ient to use. W ith

this new m ethod, m ult-i output Bent functionsw ith arb itrary even var iables can be constructed. M o reover, am ethod o f

constructing mu lt-i output sem -i Ben t functions is proposed. B es ides, app lica tions in the construction o f m ult-i ou tput

Bent functions, mu lt-i output sem -i Ben t functions can also be applied in m ult-i output feedforward netwo rks.

K ey words: Ben t function, sem -i Ben t function, m ult-i output Bent function, mu lt-i output sem -i Bent function, W alsh

spec trum
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0 引言

Bent函数是由 Rothaus于 1976年提出的一类

特殊的布尔函数
[ 1 ]

. 它在展频通信、编码理论、密

码学等领域中有着广泛的应用. Bent函数的主要

优点是它具有最高的非线性度和差分分布的均匀

性,用于非线性组合器可以很好的抗击相关攻击、

最佳线性逼近攻击差分分析攻击. 1982年, O lsen,

Scholtz和W elch利用 Bent函数构造出一类循环相

关特性很好的二进制序列 (称为 Bent序列 )
[ 2 ]

,从

此, Bent函数的研究受到人们的广泛重视,已取得

了许多较深入的研究成果
[ 1~ 6]

.

在密码设计中, 为了提高序列密码中密钥流的

生成速度和分组密码的安全性,常常采用具有良好

密码性质的多输出布尔函数. 例如, 分组密码的典

型代表 ) 美国数据加密标准 DES算法的核心是 8

个 / S盒 0, 而其每一个 S盒都可以看作一个 GF
6

( 2) y GF
4
( 2)的多输出布尔函数.众所周知, S盒

的构造是分组密码设计中的重要环节,它的好坏直

接影响到密码体制的安全性. 而 S盒的构造实质上

就是具有良好密码性质的多输出布尔函数的构造.

多输出 Bent函数
[ 7]
就是一类具有良好密码性质的
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多输出布尔函数,它的每个分量以及各分量的所有

非零线性组合都是 Bent函数.关于多输出 Bent函

数的构造, 目前已经有了一些较好的结果, Ka isa

N yberg在文献 [ 8]中证明了 2n元多输出 Bent函数

的输出维数至多是 n,并且同时给出了一种基于 m

序列状态转移矩阵的多输出 Bent函数的构造法;

张文英等在文献 [ 9]中运用布尔函数的谱分解式

给出了二输出 Bent函数的一种构造方法; 其他一

些结果参见文献 [ 7, 10~ 12] .

本文给出了一种构造具有任意偶数个变元的

多输出 Bent函数的方法, 该方法通过级联两个多

输出半 Ben t函数来得到多输出 Ben t函数.由于将

级联的方法应用到多输出 Bent函数的构造中, 使

得该方法与文献 [ 7~ 12]中的方法相比, 具有结构

简单明了、使用方便的优点. 本文将半 Bent函数的

概念推广,首次提出了多输出半 Bent函数的概念.

相应地,半 Bent函数可看作是多输出半 Bent函数

的特例 ) ) ) 单输出半 Bent函数.进一步, 还给出了

多输出半 Bent函数的一种构造方法.

1 预备知识

定义 1 设m, n均为正整数, m [ n, f i (x )为

F
n

2 y F2 的布尔函数, 则称 f (x ) = (f 1 ( x ), ,,

fm ( x ) )为 F
n

2 y F
m

2 的 n元 m输出函数.

定义 2
[ 7]  设 f ( x ) 是 n元 m 输出函数, 称

S ( f ) ( u, v) = 2
-n E

xI Fn
2

( - 1)
u#f ( x) + v#x

为 f ( x )的广义一

阶W alsh循环谱. 其中 u I F
m

2 , v I F
n

2.

易知, 对于固定的 u, S ( f ) ( u, v) 就是布尔函数

u# f ( x ) 的一阶 W alsh循环谱, 即 S ( f) ( u, v) =

S ( u#f ) ( v).

定义 3
[ 7]  设 f (x )是 n元m输出函数,若对一

切 0X u I F
m

2 ,  v I F
n

2均有 | S ( f) ( u, v) | = 2
-
n
2,

则称 f (x )为多输出 Ben t函数.

由定义 3易得如下引理:

引理 1 n元 m输出函数 f (x )是多输出 Ben t

函数的必要条件是 n为偶数.

引理 2 设 f ( x )是 n元m输出函数, 则 f ( x )是

多输出 Ben t函数的充要条件是 P 0 X u I F
m

2 ,

u# f ( x )是 n元 Ben t函数.

2 一类多输出 Bent函数的构造

文 [ 13]给出了通过级联两个半 Bent函数得到

Bent函数的方法.本文把该方法推广,提出了多输

出半 Bent函数的概念,给出了一类多输出 Bent函

数的构造方法, 即通过级联两个多输出半 Bent函

数来得到多输出 Ben t函数.

为叙述方便, 现给出多输出半 Ben t函数的定

义.

定义 4 设 f ( x )是 n元 m输出函数,若对一切

固定的 u X 0, u I F
m

2 , P v I F
n

2均有 S ( f) ( u, v)

= 0或 2
-n- 1

2 ,则称 f (x )为多输出半 Bent函数.

由定义 4易得如下结论:

结论 1 n元m输出函数 f ( x )是多输出半 Bent

函数的必要条件是 n为奇数.

结论 2 设 f ( x )是 n元m输出函数,则 f ( x )是

多输出半 Bent函数的充要条件是 P 0 X u I F
m

2 ,

u# f ( x )是 n元半 Bent函数.

设 n = 2k, 记 X 1 = (x 1, x2, ,, xn- 1 ), X =

(X 1, xn ),设 g1 (X 1 )和 g2 (X 1 )均是 n - 1元布尔函

数,令

f (X ) = g1 (X 1 ) ( xn + 1) + g2 (X 1 ) xn ( 1)

引理 3
[ 13]  若 g1 (X 1 )和 g2 (X 1 )均是 n - 1元

半 Ben t函数, 且 suppS ( g
1
) H suppS (g

2
) = 5 , 则由

( 1)式构造的 f (X )是 n元 Bent函数.

设 G 1 (X 1 )和 G2 (X 1 ) 均是 n - 1元 m输出函

数,令

F (X ) = G 1 (X 1 ) ( xn + 1) + G2 (X 1 ) xn ( 2)

定理 1 若 G1 (X 1 )和 G 2 (X 1 )均是 n - 1元多

输出半 Ben t函数, 且 P 0 X u I F
m

2, suppS ( uG1)
H

suppS ( uG2)
= 5 ,则由 ( 2)式构造的 F (X )是 n元多

输出 bent函数.

证明  因为 G1 (X 1 )和 G2 (X 1 )均是 n - 1元

多输出半 Bent函数,所以,由结论 4可知, P 0 X u

I F
m

2 , u#G 1 (X 1 )和 u#G 2 (X 1 )均是 n- 1元半 Bent

函数.而 u#F (X ) = ( u# G1 (X 1 ) ) (xn + 1) + ( u#

G 2 (X 1 ) )xn, 即 u# F (X )可看成是由 u#G 1 (X 1 )和

u# G2 (X 1 ) 级联而成的. 又因为 P 0 X u I F
m

2 ,

suppS ( uG
1
) H suppS ( uG

2
) = 5 ,所以,由引理 3可得,

P 0 X u I F
m

2 , u# F (X ) 是 n元 Bent函数.再由引

理 2知, F (X )是 n元多输出 bent函数.

文 [ 13]中指出引理 3的逆命题也成立, 则由

上述证明过程易得, 定理 1的逆命题也成立.

3 一类多输出半 Ben t函数的构造

文 [ 13]给出了一类半 Bent函数的构造方法,

具体如下:

设 n是奇数, n = 2k- 1,构造 n元半 Bent函数

如下, 令 X 1 = (x 1, x2, ,, xk- 1 ), X 2 = ( xk, xk+ 1,

)47)
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,, xn ), X = (X 1, X 2 ), 再令 S是 F
k- 1
2 y F

k

2的单

射, S(X 1 ) = (S1 (X 1 ), ,, Sk (X 1 ) ),其中 Si是 k -

1元布尔函数. 令

f (X ) = S(X 1 )#X 2 = S1 (X 1 ) xk + S2 (X 1 ) xk+ 1

+ , + Sk (X 1 ) x 2 k- 1 (3)

引理 4
[ 13]  由 (3) 式定义的 f (X ) 是 n元半

bent函数,并且

S (f ) (W ) =
2
- n- 1

2  若 w 2 I Im ( S)

0 否则

其中, W = (W1, W 2 ), W 1 = (w 1, ,, w k- 1 ), W 2 =

(wk, wk+ 1, ,, w n )

定理 2 设 n是奇数, n = 2 k- 1,记X 1 = ( x1,

x 2, ,, xk- 1 ), X 2 = ( xk, xk+ 1, ,, xn ), X = (X 1,

X 2 ), 设 Pi: F
k- 1

2 y F
k

2是满足下列条件的 m个单

射:对任意的 1 [ i1 [ i2 [ , [ ij [ m, Pi1
© Pi2

© , © Pij
仍是单射.设 fi: F

n

2 = F
k- 1
2 @F k

2 y F 2,

令 f i (X ) = Pi (X 1 ) #X 2 ( 1 [ i [ m ), 则 f (X ) =

(f 1 (X ), f 2 (X ), ,, fm (X ) )是 n元多输出半 Ben t

函数.

证明  P 0X u I F
m

2 ,设 u的汉明重量WH ( u )

= j ( 1 [ j [ m ), 于是 u# f (X ) = ( Pi1
(X 1 ) ©

Pi2
(X 1 ) © , © Pij

(X 1 ) )#X 2,由定理的条件知 Pi1

© Pi2
© , © Pij

是单射,再由引理 4可知 u# f (X )

是 n元半 ben t函数, 根据结论 2可得 f (X )是 n元

多输出半 Bent函数.

用上述定理 2的方法构造多输出半 Ben t函数

的关键在于如何构造满足下列条件的 m 个单射

{ Pi }
m

i= 1: ( 1)Pi: F
k- 1

2 y F
k

2 (1 [ i [ m ); ( 2)对任

意的 1 [ i1 [ i2 [ , [ ij [ m, Pi1
© Pi2

© , ©
Pij
仍是单射.

下面给出构造这种单射集的一种具体方法.

引理 5
[ 7]  设 h ( x )是 F2上的一个 n次本原多

项式, 记由 h ( x )产生的 m序列的全体为 G ( h ),令

B=

A A =

a0 a1 , an- 1

a1 a2 , an

, , , ,

an- 1 an , a2n- 2

, ( a0, a1, a2, , ) I G (h )

则 (1)集合B中的元素均为 F2上的非奇异 n @ n矩

阵,且满足条件: 若 A 1, A 2 I B且 A 1 X A2则 A 1 ©
A 2 I B ;

( 2) B G { 0}在运算 ©之下形成 F2上的一个 n维

线性子空间.在B中选择 m 个线性无关的元素,记

为 {A i }
m

i= 1.令 Pi (x ) = x A i, 1 [ i [ m, x I F
n

2,则

这m个置换满足条件: 对任意的 1 [ i1 [ i2 [ , [
ij [ m, Pi

1
© Pi

2
© , © Pi

j
仍是置换.

注:关于引理 5,详见文 [ 7].

由引理 5易得如下定理:

定理 3 设 h (x )是 F2上的一个 n次本原多项

式,记由 h ( x )产生的 m 序列的全体为 G ( h ),

令

A=
B B =

a0 a1 , an- 2, an- 1

a1 a2 , an- 1, an

, , , ,
an- 2 an- 1 , a2n- 4, a2n- 3

,

( a0, a1, a2, , ) I G ( h )

则 (1)集合A中的元素均为 F 2上的 n - 1 @ n矩

阵, 且满足条件: 若B 1, B2 I A并且B 1 X B 2则 B1

© B 2 I A ;

( 2) A G { 0} 在运算 ©之下形成 F 2上的一

个 n - 1维线性子空间. 在 A中选择 m个线性无关

的元素,记为 {B i }
m

i= 1. 令 Pi ( x ) = x B i, 1 [ i [ m,

x I F
n- 1
2 ,则这 m个单射满足条件:对任意的 1 [ i1

[ i2 [ , [ ij [ m, Pi1
© Pi2

© , © Pij
仍是单射.

4 结束语

本文提出了多输出半 Ben t函数的概念, 并给

出了多输出半 Bent函数的一种构造方法, 给出了

用多输出半 Bent函数构造多输出 Bent函数的一

种方法,除了可用于构造多输出 Bent函数外, 多输

出半 Bent函数还可应用于多输出前馈网
[ 14, 15]

等方

面.
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  ( 2) 与其余 3种扰流柱相比,水滴形扰流柱的

强化换热效果略逊,其恒热流壁面的平均对流换热

系数相对于前三者而言分别降低了 1815%、
1214%和 318%.

( 3) 用特殊压力损失系数来权衡,水滴形扰流

柱的特殊压力损失系数分别是圆形、准水滴形和椭

圆形扰流柱的 5211%、8210%和 8417% ,是一种具

有较高综合性能的新型扰流柱.
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