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[摘要 ]  研究了用四次 NURBS表示标准解析形状中最简单也最有代表性的圆锥曲线 ) ) ) 对称圆弧的问题, 给出了一种

实用的四次 NURBS表示对称圆弧曲线的方法,该方法用 5个控制顶点的 NURBS曲线来表示一象限的对称圆弧,使参数 u=

1 /2的值为圆弧的中心点,同时满足控制顶点和权因子在圆弧中心点处是对称的. 该方法给出的控制顶点和权因子的计算

结果,符合对圆弧 NURBS表示的要求,不必进行推导计算,便于工程应用中推广使用.
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Abstract: Th is paperm a inly stud ies how to use b iquadraticNURBS to represent symm etr ic c ircular a rcs, the sim plest

and themost representative conic curve and g ives a practical approach of representing symm etr ic c ircular a rcs w ith b-i

quadratic NURBS, in wh ich a quadrant of symm etric c ircular arcs are represented by a segm ent of NURBS curve de-

term ined by five contro l po ints, the of va lue is m ade as the c ircular arcs centra l point, and a t the sam e tim e the de-

m and is m e t tha t the con tro l po ints and we ights are symm etry in the circu la r arcs cen tral po int. The ca lcu la ted results

of control po ints and w eights g iven by them ethod mee ts the dem ands of c ircular arcsNURBS representation and need

no ca lculating. Them e thod is conven ient to be genera lized in eng ineer ing applica tion.

K ey words: circu la r a rcs curve, NURBS, con tro l po in ts, w e ights

 收稿日期: 2004-04-20.

基金项目: 湖北省教育厅重点资助项目 ( 2003A008) .

作者简介: 李军 ( 1972-) ,讲师,主要从事计算机图形学、计算机辅助设计等方面的教学与研究. E-m ai:l lijun72213@ 163. com

0 引言

NURBS( Non-un ifo rm Rational B - Spline)在工

程中已得到广泛的应用,已成为计算机辅助几何设

计领域的曲线和曲面的标准描述方式.它把标准的

二次曲线和自由曲线统一起来,克服了 Bezier B样

条方法的不足,同时权因子和非均匀节点矢量使得

能够对曲线 /曲面的形状进行更加有效的控制
[ 1]

.

本文主要研究用四次 NURBS表示标准解析

形状中最简单也最有代表性的圆锥曲线 ) ) ) 对称

圆弧的问题. 文献 [ 2]中给出了二次 NURBS曲线

表示圆弧的必要条件,文献 [ 3, 4]讨论了三次有理

Bezier曲线表示圆弧的方法, 文献 [ 5]讨论了三次

NURBS表示圆弧曲线的实用方法, 文献 [ 6]讨论了

三次 NURBS表示对称圆弧的问题. 在实际工程应

用中,需要次数更高、光滑度更好的 NURBS参数

曲线.本文给出了四次 NURBS表示的对称圆弧曲

线,能使参数 u = 1 /2的值为圆弧中心点,同时满足

控制顶点和权因子在圆弧中心点处是对称的.文中

给出的控制顶点和权因子的计算结果,符合对圆弧

NURBS表示的要求,不必进行推导计算,便于在工

程应用中推广使用.

1 NURBS曲线

NURBS曲线是由分段有理样条多项式基函数

定义的 (以 k次曲线为例 ), 表示为:

)58)
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 C ( u ) =
E
n

i= 0
N i, k ( u )XiP i

E
n

i= 0
N i, k ( u) Xi

 ( i = 0, 1, ,, n ) (1)

式中, Xi为权因子, P i为控制点, N i, k ( u) 是 k次 B

样条基函数.

2 四次 NURBS表示对称圆弧曲线

的实用方法

  本文是用四次 NURBS曲线表示一象限的对

称圆弧.设圆的方程是 x
2
+ y

2
= 1, x \ 0, y \ 0.

如图 1所示, 设二次 NURBS曲线的控制顶点坐标

为P 0 ( 1, 0), P1 (1, 1), P2 ( 0, 1),选取 P0, P2点分别

为控制多边形的起止点,权因子 Xi > 0, i = 0, 1, 2,

节点矢量取 U = { 0, 0, 0, 1, 1, 1}.则由 ( 1)式得到

一般二次 NURBS曲线的参数方程:

要使上面参数方程表示为圆的方程 x
2
+ y

2
=

1, x \ 0, y \ 0,其必要条件为
[ 2]

:

2X
2
1 = X0X2 ( 2)

如果我们沿 u向进行均匀采样,假定 u i = i / ( 2n ),

其中 0 [ i [ 2n.要获得一个均匀圆的点列,则需要

选择 X0 = X2, 由 (4)式得 X0 = 2X1,则圆的参数

方程由 (3)式可表示为:

  ( x ( u ), y ( u ) ) =
( 2( 1 - u)

2
+ 2u ( 1 - u ), 2u (1 - u) + 2u

2
)

2( 1 - u )
2
+ 2u (1 - u ) + 2u

2
 u I [ 0, 1] ( 3)

方程 ( 5)所表示的圆在中点 u = 1 /2时是对称的.

如图 2所示,设三次 NURBS曲线的控制顶点

坐标为 P 0 ( 1, 0), P 1 (x 1, y1 ), P 2 ( y1, x1 ), P 3 ( 0, 1),

选取 P 0, P 3点分别为控制多边形的起止点,权因子

Xi > 0, i = 0, 1, 2, 3,节点矢量取 U = { 0, 0, 0, 0, 1,

1, 1, 1}. 则由 ( 1)式得到一般三次 NURBS曲线的

参数方程.

要使参数方程表示为圆的方程 x
2
+ y

2
= 1,

x \ 0, y \ 0,其必要条件为
[ 6]
:

X0X2 = 3( 2 - 1)X
2
1  X1X3 = 3( 2 - 1)X

2
2

( 4)

如果我们沿 u向进行均匀采样,假定 u i = i / ( 2n ),

其中 0 [ i [ 2n.要获得一个均匀圆的点列,则需要

选择 X0 = X3, X1 = X2,由 ( 7) 式得 X0 = 3( 2 -

1) X1,则圆的参数方程表示为:

( x ( u ), y ( u ) ) =

( ( 2 - 1) ( 1 - u )
3
+ ( 1 - u)

2
u + ( 2 - 2) ( 1 - u ) u

2
, ( 2 - 2) ( 1 - u)

2
u + ( 1 - u ) u

2
+ ( 2 - 1) u

3
)

( 2 - 1) (1 - u )
3
+ ( 1- u )

2
u + ( 1 - u) u

2
+ ( 2 - 1) u

3

( 5)

方程 ( 5)所表示的圆在中点 u = 1 /2时是对称的.

  在实际工程应用需要次数更高、光滑度更好

的 NURBS参数曲线, 为得到高次 NURBS参数曲线

在中点 u = 1 /2时是对称的圆弧,且沿 u向进行均

匀采样,并获得一个均匀圆的采样点列, 我们采用

四次 NURBS曲线参数方程来表示, 其中控制顶点

和权因子也是关于中点对称的. 如图 3所示, 设四

次 NURBS曲线的控制顶点坐标为 P0 ( 1, 0),

P 1 (x 1, y1 ), P 2 ( x2, y2 ), P 3 ( x3, y3 ), P 4 ( 0, 1), 选取

P 0, P 4点分别为控制多边形的起止点, 权因子 Xi

> 0, i = 0, 1, 2, 3, 4, 节点矢量取 U = { 0, 0, 0, 0, 0,

1, 1, 1, 1, 1}.

211 求控制顶点  P1 (x1, y1 ), P2 ( x2, y2 ), P3 ( x3, y3 )的坐标值

根据已知条件,有 x1 = y3, y1 = x3, x2 = y2, X0 = X4, X1 = X3, 则由 ( 9)式得:

)59)
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x ( u ) =
( 1 - u )

4
X0 + 4( 1 - u )

3
uX1x1 + 6(1 - u )

2
u

2
X2x 2 + 4( 1 - u ) u

3
X1y1

(1 - u )
4
X0 + 4(1 - u )

3
uX1 + 6( 1 - u)

2
u

2
X2 + 4( 1 - u ) u

3
X1 + u

4
X0

y ( u ) =
4( 1 - u)

3
uX1y1 + 6( 1 - u )

2
u

2
X2x2 + 4( 1 - u) u

3
X1x1 + u

4
X0

(1 - u )
4
X0 + 4(1 - u )

3
uX1 + 6( 1 - u)

2
u

2
X2 + 4( 1 - u ) u

3
X1 + u

4
X0

( 6)

  由线段 P0P1 = P1P2 = P2P3 = P3P 4 = y1, x1 =

1,且圆弧为一个均匀的采样序列,在中点 u = 1 /2是

对称 的圆 弧, 则有 NP0P1P 2 = NP1P 2P3 =

NP2P 3P 4 = 150b,线段 P1P 3 = 2(1 - y1 ),得:

sin(NP 1P2P 3 /2) =
(P 1P 3 /2)

P1P 2

=
2(1 - y1 )

2y1

(7)

将已知条件代入 ( 11)式得: y1 = ( 3 - 1) / 3

又由线段

BC = ( x2 - x1 )
2
+ ( y2 - y1 )

2
= y1 (8)

将已知条件 x1 = 1, x2 = y2代入 ( 12)式得: x 2 =

y 2 = ( 3 + 1) / (2 3).

则控制顶点 P0, P1, P 2, P 3, P 4的坐标值分别为:

P0 ( 1, 0), P 1 ( 1, ( 3 - 1) / 3),

P2 ( ( 3 + 1) /2 3, ( 3 + 1) /2 3),

P3 ( ( 3 - 1) / 3, 1), P4 ( 0, 1).

212 求权因子 X0, X1, X2, X3, X4的值

将 ( 10)式代入圆的方程 x
2
+ y

2
= 1, x \ 0, y

\ 0得:

 M 0 (1 - u )
7
u + M 1 ( 1 - u)

6
u

2
+

M 2 ( 1 - u )
5
u

3
+ M 3 (1 - u )

4
u

4
+

M 4 ( 1 - u )
3
u

5
+ M 5 (1 - u )

2
u

6
+

M 6 ( 1 - u) u
7
= 0 (9)

其中:

M 0 = 8X0X1 (x 1 - 1),

M 1 = 16X
2
1 x

2
1 + 12X0X2x2 + 16X

2
1 y

2
1 -

16X
2
1 - 12X0X2,

M 2 = 8X0X1y1 + 48X1X2x1x2 + 48X1X2x2y1 -

8X0X1 - 48X1X2

M 3 = 72X
2
2 x

2
2 + 64X

2
1 x1y1 - 36X

2
2 - 32X

2
1 -

2X
2
0

M 4 = 48X1X2x2y1 + 8X0X1y1 + 48X1X2x1x2 -

8X0X1 - 48X1X2

M 5 = 16X
2
1 y

2
1 + 12X0X2x2 + 16X

2
1 x

2
1 - 16X

2
1 -

12X0X2

M 6 = 8X0X1 (x 1 - 1)

由 B ernste in基函数的线性无关性,有M 0 = M 1 =

M2 = M 3 = M 4 = M 5 = M 6 = 0,则有:

 

4X
2
1 x

2
1 + 3X0X2x2 + 4X

2
1 y

2
1 - 4X

2
1 - 3X0X2 = 0

X0y1 + 6X2x1x2 + 6X2x2y1 - X0 - 6X2 = 0

36X
2
2 x

2
2 + 32X

2
1 x1y1 - 18X

2
2 - 16X

2
1 - X

2
0 = 0

(10)

又由 NURBS参数曲线在中点 u = 1 /2时是对

称的圆弧, 则有 x (1 /2) = 2 /2,代入 ( 10)式得:

( 1 - 2) X0 + 4( x1 + y1 - 2)X1 +

  3( 2x2 - 2) X2 = 0 (11)

将 x1 = 1, y1 = ( 3- 1) / 3, x2 = ( 3+ 1) / ( 2 3)

代入 ( 14)、( 15)式得:

X1 =
3 2

4
X2   X0 = ( 3 - 3) X2

在图 3中取 X2 = 4,则权因子 X0, X1, X2, X3,

X4的值为 X0 = X4 = 4( 3- 3), X1 = X3 = 3 2.

3 结论

在工程应用 NURBS时, 常常会遇到将自由曲

线和圆弧统一起来的情况.本文给出了一象限对称

圆弧的四次 NURBS表示的方法, 得到了控制顶点

和权因子的计算结果.利用该方法可以推广到任意

角度的对称圆弧的四次 NURBS表示, 为工程应用

NURBS表示对称圆弧曲线提供极大的方便.
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