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基于 Mathematica程序的
阶梯三角波频谱分析新方法

尹继武 ,龙姝明

(陕西理工学院 物理系 ,陕西 汉中 723001)

[摘要 ]　提出了一种利用 Mathematica程序对包含多个有限间断点的分段连续周期信号进行频谱分析的普遍性新方法 ,理

论出发点是频谱分析的傅里叶级数展开法 ,其主要特点是利用 Mathematica软件强大的函数运算功能 ,具体解决了对阶梯波

作频谱分析这个理论方法上可行 ,但实际计算手段无法给出结论的困难.并用此方法首次对数模转换器合成的阶梯三角波

的频谱进行了严密的分析.给出了能够完成频谱分析 ,作出波形图和对应频谱图的 Mathematica程序 ,研究表明 :阶梯三角波

的频谱结构由三角波每个周期中的阶梯数 2k决定.
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Ladder Tr iangular W aves Ba sed on the M a thema tica Program
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Abstract: The paper put forward a new general way to analyze the frequency spectrum of periodic signal based on the

Mathematica p rogram. Its theoretical p rincip le is Fourier series method of development. The computing difficulty to

analyze the frequency spectrum of the ladder wave is solved by the aid of the Mathematica p rogram. The frequency

spectrum of the ladder triangularwave is analyzed in thisway. TheMathematica p rogram is recommended to do it. A s

a result, the frequency spectrum structure of the ladder triangular wave is decided by the number 2k of the ladder in

a cycle of triangular wave.
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0　引言

在利用数模转换器合成信号时 ,数模转换器直接输出的是特定转换频率的阶梯状信号.阶梯波含有大

量谐波成份 ,对其频谱结构进行深入分析 ,为利用数模转换器合成信号提供了可靠的理论依据 ,对于相关

的滤波器设计、输出信号的失真度分析都有重要指导意义.但是 ,用传统的分析计算方法对合成阶梯波作

频谱分析虽然理论上是可行的 ,但实际计算量极大 ,导致对这类信号作频谱分析变得非常困难 ,作者尚未

检索到相关的研究文献.现利用功能强大的 Mathematica软件编写程序 ,实现了对阶梯三角波频谱结构的

深入分析.该方法不仅适用于阶梯三角波 ,实际上也给出了一种利用计算机进行频谱分析的普遍性方法.

1　频谱分析方法

数模转换器合成三角波信号时 ,受 CPU或单片机控制的数字量都必须经过数据锁存器 [ 1, 2 ]后才进行

数模转换 ,由此合成的信号实际上是一个包含多个有限间断点的分段连续函数 ,不能使用离散信号的傅里
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叶分析 ,应该用连续周期信号傅里叶变换作频谱分析 [ 3 ] .需要指出 ,对此信号作频谱分析不能使用电子线

路模拟设计软件 Psp ice,因为 Psp ice软件使用的是离散傅里叶分析 [ 4 ] .

设数模转换器转换频率为 fS ,合成阶梯三角波频率为

f (周期为 T) ,振幅为 1 V,根据采样定理 ,应满足 fS ≥ 2f,但

在利用数模转换器合成输出信号时 ,为减小失真 ,通常 [ 5 ]取

fS ≥ (3 ～ 5) f,令

　　2k = fS / f, (1)

那么 , 2k为每个三角波周期中数模转换器的转换次数 , k取

整数.相应地 ,阶梯三角波的一个周期将是由 2k个等宽台阶

组成的.画出 k = 6时的一个周期理想三角波和对应阶梯三

角波的波形如图 1所示 ,阶梯三角波第 i段台阶的电压值为 :

　　ui =

- 2 i - k
k

( i = - k, - k + 1, ⋯, - 1, 0)

2 i - k
k

( i = 1, 2, ⋯, k - 1, k) ,

(2)

该信号既是频率为 f的周期信号 ,又是由转换频率为 fS的台阶构成的信号 ,其频谱将包含 f的高次谐波.

由于图 1所示阶梯三角波信号为无直流分量的偶函数 ,对其作傅里叶级数展开可表示为 :

　　u ( t) = ∑
∞

n =1

un cos 2nπt
T

, ( n = 0, 1, 2, ⋯) , (3)

展开系数 un为 :
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2
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d t , (4)

展开系数 un的模即为谐波振幅 Un ,系数 un的正负反映了对应谐波的初相位.

由 (4)式 ,只要选择三角波每个周期中数模转换器的转换次数 2k,总可以算出该阶梯信号的展开系数

un ,但传统方法的计算工作量极大.不过 ,利用运算功能强大的M athem atica软件 [ 6 ]
,就可化难为易.作者编

写了能够自动进行频谱分析的 M athematica程序段如下 ,它能计算出任意 n次谐波的振幅 Un ,并自动作出

波形图和对应频谱图.

Clear[ triangular, ladder, T, k, m, t, u, n, p st];

T = 1; k = 6; m = 43;

triangular = 2Power[ - 1, Round[ 2 t/T - 015 ] ] (2 t/T - 015 - Round[ 2 t/T - 015 ] ) ;

ladder = (2 /k) Round[ ( k /2) ( triangular + 1) ] - 1;

Plot[ { triangular, ladder} , { t, - 015T, 015T} , PlotRange - >A ll, PlotPoints - > 500 ];

u[ n - ] = 4 ( Integrate[ Cos[
2nπt

T
] , { t, -

T
2

, -
T
2

+
T

4k
} ] -

Sum [
2 i + k

k
Integrate[ Cos[

2nπt
T

] , { t,
T

2k
i -

T
4k

,
T

2k
i +

T
4k

} ] , { i, - k + 1, - 1} ] -

Integrate[ Cos[
2nπt

T
] , { t, -

T
4k

, 0} ] ) /T;

p st = 1; A = Table[ { n, u[ n ] } , { n, p st + 2, m} ] / /Chop;

If[D imensions[A ] = = 1, AAA = Table[A [ [ j] ] , { j, 1, Length[A ] } ];

A =AAA; Clear[AAA ] ];

If[ Part[A, 1, 1 ] ! = 0, A = Prepend[A, {0, 0} ] ];

DN =D imensions[A ]; LN =DN [ [ 1 ] ];

specline = Table[ {AbsoluteThickness[ 1 ] , RGBColor[ 1, 0, 0 ] , L ine[ { { Part[A, j, 1 ] , Part[A, j, 2 ] } , { Part[A, j, 1 ] , 0} } ] } ,

{ j, 1, LN} ];
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specpoint = Table[ {AbsolutePointSize[ 5 ] , RGBColor[ 0, 0, 1 ] , Point[ { Part[A, j, 1 ] , Part[A, j, 2 ] } ] } , { j, 1, LN} ];

Show [ Graphics[ { specline, specpoint} , Axes - > True, PlotRange - >A ll] ];

Clear[DN, LN, specline, specpoint, A ];

其中 , T为三角波周期 / s, 2k为三角波每个周期中的台阶数 ; n为谐波次数 ; m为频谱图中需要画出的

最高谐波次数.该程序段中 ,取 T = 1 s; k = 6; m = 43 ( T, k, m可自定 ) .

2　阶梯三角波的频谱结构

经上述分析计算发现 ,阶梯三角波的频谱结构具有以下特点 :

(1) 一个周期由 2k个台阶组成的阶梯三角波 ,其频谱只包含基波 f及其奇次谐波 nf成份 ( n为奇数 ) .

基波幅值最大 ,无偶次谐波.

(2) 以 k = 6为例 ,包含基波频率 f的频谱图如图 2所示.为了看清楚谐波频谱结构 ,图 3给出了不包

含基波的频谱图.两图中只给出 n = 43次以内的谐波频谱 ,基波谱线位于 n = 1处.该频谱图中 ,幅值的正

负反映初相位 ,初相位为π的谐波谱线在横轴下方 ,初相位为 0的谐波谱线在横轴上方.

(3) 为了使用时查找数据方便 ,作者利用 M athematica程序进行计算 ,给出了由阶梯三角波每个周期

中的台阶数 2k所决定的阶梯波的谐波幅值 ,如表 1所示 (幅值单位为 V,以理想三角波的振幅为 1 V计算 ,

n为谐波次数.幅值的正负反映初相位 ,如前所述 ) .

表 1　每个周期由 2k个台阶组成的阶梯三角波的基波和部分谐波幅值 un

　

k

n

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

3 - 01828 8 - 01141 - 01170 01121 01047 01077 - 01065 - 01028 - 01050 01045

4 - 01831 8 - 01115 - 01069 - 01119 01092 01031 01027 01055 - 01049 - 01018

5 - 01824 1 - 01105 - 01051 - 01045 - 01092 01075 01024 01017 01019 01043

6 - 01819 9 - 01100 - 01044 - 01031 - 01033 - 01075 01063 01020 01013 01012

7 - 01817 4 - 01097 - 01040 - 01026 - 01022 - 01027 - 01063 01054 01017 01011

8 - 01815 8 - 01095 - 01038 - 01023 - 01018 - 01017 - 01022 - 01054 01048 01015

9 - 01814 7 - 01094 - 01037 - 01022 - 01016 - 01014 - 01014 - 01019 - 01048 01043

10 - 01813 9 - 01093 - 01036 - 01020 - 01014 - 01012 - 01011 - 01012 - 01016 - 01043

20 - 01811 4 - 01091 - 01033 - 01017 - 01011 - 01008 - 01006 - 01005 - 01004 - 01003

50 - 01810 7 - 01090 - 01033 - 01017 - 01010 - 01007 - 01005 - 01004 - 01003 - 01002

100 - 01810 6 - 01090 - 01032 - 01017 - 01010 - 01007 - 01005 - 01004 - 01003 - 01002

　　M athematica软件数值分析的精度极高 ,可任意指定分析结果的有效数位 ,表 1的分析采用的是

M athem atica软件默认的有效数位 (16位 ) ,因版面布局所限 ,对分析结果作了四舍五入处理 ,表 1中基波幅

值保留到 011 mV量级 ,绝对误差为 ±0105 mV;谐波幅值只保留到 1 mV量级 ,绝对误差为 ±015 mV.

(4) 通过对 k取不同值分析发现 ,频谱图中各频率成份的初相位总是每 k条谱线一组 ,相邻各组谱线

对应频率成份的初相位相反.以 k = 6时的频谱图 2为例 , n = 1, 3, 5, 7, 9, 11对应的 6条谱线初相位为π,

而 n = 13, 15, 17, 19, 21, 23对应的 6条谱线初相位为 0.

(5) 从频谱图总体上看 ,阶梯三角波的各组谱线幅值随谐波次数升高而呈波浪式减小.与图 1所示理

想三角波的频谱作对比分析发现 ,理想三角波同样只包含奇次谐波 ,但理想三角波的所有谐波相位相同 ,

且随着谐波次数升高 ,其谐波幅值呈单调减小.
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3　结论

311　频谱分析的普遍性方法

　　本文给出的频谱分析方法的理论出发点是频谱分析的傅里叶级数展开法 ,主要特点是 ,将 Mathemati2
ca软件强大的函数运算功能和计算机强大的数值运算能力相结合 ,具体解决了对阶梯波作频谱分析这个

理论方法上可行 ,但实际手段上无法给出结论的困难.值得指出 ,与各种电子线路模拟软件中的仿真分析

方法完全不同 ,本文的方法首次对这类信号的频谱进行了严密的理论分析 ,分析方法具有普遍性.

312　基于 Mathematica程序的阶梯信号频谱分析的基本步骤

①写出待分析阶梯信号的分段数学表达式 ,如本文的 (2)式 ; ②写出傅里叶级数展开系数表达式 ,如

本文的 (4)式 ;③套用本文给出的用于频谱分析的 Mathematica程序段.这样 ,就可得到待分析阶梯信号的

任意 n次谐波的振幅 Un ,并自动作出波形图和对应频谱图.
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