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[摘要 ] � 研究了商品购销中的浮动价格和需求函数模型问题.首先,给出了价格上浮的充分条件和价格保持的必要条件;
基于使销售收益损失达到极小的原则,给出一种折扣定价策略:当需求函数的凸性较小时,可选择使需求量达到极大值的价

格作为标准销售价和一个与需求量无关的最大折扣率.其次,提出了一个二次需求函数模型,从而得到了使销售量和利润都

增加的标准价格;还得到了在二次需求函数下使利润最大的价格,它大于使销售量达到最大的价格.最后,通过纯净水的销

售实例对结果进行了验证.
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Abstract: In th is paper, m athema tica lm odels are investigated for floa ting price of purchase and sale o f comm od ity

and for a dem anding func tion. A t first, a sufficien t cond ition for floa ting-up the price and a necessary condition for

preserv ing the pr ice a re bo th g iven; a stra tegy for discounting prices is g iven on the bas is of a princ ip le tha t the loss

of incom e for sa le a tta ins its m in im al va lue. That is to say, both them ax im a l ra te for discounting pr ices tha t is inde-

pendent of the dem anding quantity and the standard pr ice fo r sa le o f commod ity can be chosen if the convex ity is sm a ll

and the dem anding quantity attains its m ax im a l va lue. Secondly, a quadra tic- function model o f dem and is present.

Therefore a standa rd price tha t m ay increase the dem anding quantity and pure pro fits is obta ined. Furtherm ore, a

pr ice at wh ich the pure pro fit atta ins its max im um is a lso obta ined. This price is larger than the price a tw hich the de-

m anding quantity attains its m ax im um. F ina lly, the resu lts are ver ified by an exam ple in the sa le of the pur ified w a-

ter.
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0� 引言

在商品的购销中,影响商品交易成功的因素很多,除了商品的质量,消费者的需求,销售商的优质服务

态度和生产企业良好的售后服务保障体系外,商品的价格 (优惠价格 )往往是起着主导作用的因素. 比如

大型超市的商品价格 (即所谓的平价 ), 航空的机票优惠价格等. 销售商经常推出各种不同的优惠价格让

利于消费者,以便赢得更多的消费者来购买商品,做到薄利多销.给予消费者优惠价格的方式通常是折扣,

折扣率的制定是折扣定价的关键.人们通常认为,采用折扣价格的效果是:高折扣价带来销售量的增加,低

折扣价格则带来销售量的减少,从而需求函数是一个单调减少的函数. 实际上,由于缺乏数学上的分析,故

销售商在折扣定价时人为因素较大, 而制定出的高低两极的价格往往不是最优价格, 也难以得到消费者的
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认可. 同时, 大多数消费者对于折扣定价机制也是知之甚少的,他们在购买商品时常常处于被动的地位,不

知如何讨价还价.因此商品的需求和销售并不能完全按预期的结果出现. 从社会现象方面来说,一种商品

在其供求矛盾十分突出的时候,其销售价格往往也需要考虑适当地向上浮动,但是这种涨价对于有些社会

公共商品而言就是一个很敏感的社会问题,比如春运中的客运价格, 生活中的水电气的价格等,此时就必

须要处理好相关的社会问题.那么,到底应怎样去确定向上浮动的商品价格呢? 又应选择什么样的标准价

格和折扣率,它又将会带来怎样的需求函数变化呢?

至今,仅有文献研究关于商品的最优价格和折扣定价模型问题,比如视需求函数为价格的减函数的简

单最优价格模型
[ 1]
,供应链管理中供需双方协调以节约双方费用的优化定价模型,以及考虑经济批量的

数学折扣定价模型
[ 2~ 4]
等.这些模型都是讨论面向生产企业供货和销售商批量订货的折扣定价问题, 而较

少讨论直接面对销售商和消费者之间商品购销的折扣定价模型,特别是价格上浮的问题.

1� 商品购销中的浮动价格模型

设商品的批发价为 q,在供求正常时,零售价格 (标准价格 )定为 p > q.在零售时,需求函数为 �(p ),非

批发成本为 C,销售纯利润为 W,则有:

W = (p - q )�( p ) - C ( 1)

考虑商品购销中供求矛盾突出时的浮动价格. 我们假设要确定的价格浮动率为 �, 相应的需求量记为

��,非批发成本记为 C�,而产生的纯利润 W �,则有:

W � = ( �p - q ) �� - C� ( 2)

1�1� 价格上浮和价格保持的条件
通常,在保证商品销售利润的前提下, 在商品供大于求时, 要下调 �使需求量增加, 做到薄利多销;而

在供小于求时, 又要上调 �使得需求量减少,做到少销多利, 或者采取其他相应的措施保价供应.因此总的

要求是: �� > �和 W� �W. 因此我们有: ( �p - q ) �� � ( p - q) �+ C� - C.

从而有浮动率满足:

�� q
p

+ 1 -
q
p

�
��

+
C� - C

p��
( 3)

如果在商品供求矛盾十分突出时采取的某些相应措施得当 (比如增加销售网点,人员, 运营车辆等 ),

那么应有 C� � C.于是我们得到价格上浮的充分条件和价格保持的必要条件:

当 C� - C � ( p - q) (�� - �) 时,必有 �� 1,即价格必须上调, 上调的最小浮动率为:

�m =
q
p

+ 1 -
q

p

�
��

+
C� - C

p��
( 4)

反之,对于任何 �,都有 C� - C � (p - q ) (��- �) + (�- 1) ��. 特别地,要价格保持不变 ( �= 1),必

有 C� - C � (p - q ) (�� - �).

由后面关于折扣定价所带来的销售收益损失 WL的定义 ( 8)不难对上述结论作出解释:当成立着条件

C� - C�WL时, 它表示非批发成本差超过了销售的收益损失,这时必须上调价格;相反,要保持价格不变,

必须非批发成本差低于销售的收益损失.

1�2� 折扣定价策略
对于价格下调的情况,通常称为折扣定价, �称为折扣率.现考虑折扣定价策略问题.

注意到薄利多销的实际情况,我们可假设 C� = C.由 ( 3) 可知,折扣率 �满足:

1 > �� q

p
+ 1 -

q

p

�
��

( 5)

为方便起见,我们考虑使上式取等号时的最大折扣率.此时,有计算公式:

� =
q

p
+ 1 -

q

p

�
��

( 6)

如果选择好一个按标准价 (零售价 )p销售的最小参考销售量 �(如 �= 1),那么,在消费者的需求量 ��
超过 �时,就可以根据公式 ( 6)来计算出最大的折扣率,从而推出新的折扣定价措施.
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反之,在给定一个折扣率 �的前提下,也可以计算出消费者的需求量应该达到:

�� =
p - q
�p - q

� ( 7)

若记 �=
q
p
, �=

�
��
,则分别称 �与 �为价格比与销售量比.可见公式 ( 6)中的折扣率同时依赖于价格

比 �和销售量比 �.实际上,在折扣的价格下,销售商需要多付出销售量: �� - �=
( 1 - �) p
�p - q

�.

因而却造成了销售的收益损失:

WL ( p ) = ( p - q ) ( �� - �) =
( 1 - �)p (p - q )

�p - q
� ( 8)

在商品的购销中,我们自然还关心的一个重要问题是:如何选取标准价 p和折扣率 �, 使得销售的收益

损失达到极小?为了寻求答案, 我们通过研究式 (8)中的 WL随标准价 p变化时取极值的结果来研究.事实

上,由于导函数:

dWL

dp
=
�p

2
- 2pq + q

2

( �p - q )
2 � (1 - �) �( p ) +

(1 - �) p ( p - q)

�p - q
� ��(p )

故我们可先选择使需求量 �( p )达到极值的价格为标准价格 p1: ��(p1 ) = 0,然后再选择一个折扣率 �

满足 �p
2
1 - 2p1 q + q

2
= 0,从而有 p1是 WL的驻点.

易知 �p = (1 + 1 - �) q (另外一个根不合要求, 舍去 ), 或者 �=
�

1 + 1 - �
, 故有 �- �=

� 1 - �, 此时可解出折扣率 �随价格比 �变化的关系为:

� = 2�- �
2
= 1 - ( 1 - �)

2
( 9)

因在一定时间内,需求量 �( p )的极值点 p1经常发生变化, 故 �也随之发生变化.又由于 �< 1,故折扣

率公式 ( 9)对应于 p > q的情形, 它表示图 1所示的抛物线的左分支.又由

d
2
WL

dp
2

p = p1

=
2q

2

( �p 1 - q )
3� (1 - �)

2
�( p1 ) +

(1 - �) p1 ( p1 - q )

�p1 - q
� ��(p1 )

知:① 如果 ��( p1 ) > 0,那么 �(p1 )和 WL (p1 )都是极小值,此

时 p 1不是销售商所需要的,必须考虑给予消费者以最大折扣价率

( 9);② 如果 0 > ��(p1 ) > - �, �(p 1 ) > 0, 其中

� =
2q

2
(1 - �) �(p1 )

p1 (p 1 - q ) ( �p1 - q )
2 > 0

那么 �(p 1 )是极大值, WL ( p1 )是极小值, 此时 p1和 �都是销售商所

需要的;③ 如果 ��(p 1 ) < - �, �(p1 ) > 0,那么 �(p 1 )和WL (p 1 )都

是极大值, 此时 p1不是销售商所需要的,也必须给予消费者以最大

折扣价率 (9).

根据以上的分析,并且注意到 ��( p1 )表示需求函数 �( p )在 p1附近的凸性大小, 我们综合得到以下的

折扣定价策略:

① 存在与商品的销售量无关,而只与价格比 �有关的最大折扣率计算公式 ( 9);

② 如果价格 p1使需求量达到极大值,且 �( p )在 p1附近的凸性较小, 那么 p1和 �都是销售商可取的

标准价和最大折扣率.

上述结论①和②对于商品在其销售过程中制定折扣价格和消费者选购商品都具有重要的指导意

义.对销售商而言,可随时根据销售的历史记录拟合出需求函数曲线 �(p ), 通过调整标准零售价格 p1和折

扣率 �而带来销售上的效益;对于消费者而言,为了节省费用,可按 ( 9)的折扣率去讨价还价.

由于有 �p = q + 1 - �q,故它表明折扣价格不仅保本赢利,而且还有价格比 �p
q

=
�

1 - 1 - �
.折

扣价格比 �p /q与折扣率 �之间的关系如图 2所示.
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2� 二次需求函数模型与利润最大价

通常认为, 需求函数是一个单调减函数, 我们则根据前面

的分析提出一个二次需求函数模型, 它不再是一个单调减函

数.然后, 我们再进一步讨论在二次需求函数下利润的变化以

及使利润最大的价格.

根据以上分析,在商品的销售中至少可以制定 3个基本的

价格: 最低价 p0 (比如接近于批发价的价格 ), 最高价 pM (比如

新批发商品的价格, 政府指导价 ) 和标准价 p1 (使销售量达到

最大的价格 ),至于折扣价 �p1,可由折扣率计算. 实际上,由 3

个基本价格就可以完全确定一个二次需求函数.一般地,有:

q < p0 < p 1 < pM ,

注意到还要求 p1是 �( p )的极大值点,且需求量满足:当p > p1时, 有 ��( p ) < 0;当 p < p1时,有 ��(p ) >

0, 故得到:

��( p ) = k ( p1 - p ) (10)

其中 k > 0是待定系数.在给定 �0 = �( p0 ), �M = �(PM )之后,积分 ( 10) 后便得到:

�(p ) = �0 +
1
2
k ( 2p1 - p0 - p ) ( p - p0 ) (11)

其中 k =
2(�0 - �M )

( 2p1 - pM - p 0 ) ( p0 - pM )
.式 ( 11) 就是一个二次需求函数模型.可见, 当 p1→

p 0 + pM

2
时, 就有

�(p )→ � ,故此时的需求量将会增大.

下面讨论在二次需求函数模型下商品销售的利润最大价.将式 (11)代入 (1),再由 ( 1)对价格 p求导,

我们有

W �(p ) = �(p ) + (p - q ) ��(p ), W �(p ) = k (2p 1 + q - 3p ) (12)

在 �(p )的极大值点 p1处,有

W �(p1 ) = �(p1 ) > 0 (13)

因此 W (p )在 p1附近是单调增加的, 即商品销售的纯利润在最大销售量附近是单调增加的.

又由 W �( p ) = 0得到驻点:

p* =
2
3
p1 +

1
3
q +

1
3

6�0
k

+ 4p
2
1 + q

2
+ 3p

2
0 - 2p1 (3p 0 + q ) (14)

易验证,在根式里面的式子为正时, p* 就是使利润最大的价格.

最后,由 W �(p* ) = 0得 ��(p* ) = -
�( p* )

p* - q
< 0,再由 (10)知,必有:

p* > p 1 (15)

说明利润最大的价格大于销售量最大的价格.

3� 一个实例

由于人们对于健康的日益重视, 故对纯净水的饮用消费观念已被广泛接受. 目前纯净水的生产销售已

成为一个较大的产业,市场需求量也在不断地上升.纯净水的销售服务是分区进行的. 为了反映某区域内

销售纯净水的实际上发生的不同折扣价格,以及销售量与价格之间的需求函数关系, 我们调查了该区域 3

个水站的有关数据.

首先,我们考虑折扣定价问题.根据数据, 五加仑规格的桶装水的实际价格有 5个, 依次为: 最高价 10

元 /桶,优惠价: 9�1元 /桶、8�0元 /桶、7�0元 /桶, 最低价: 6�5元 /桶.每个水站的价格最多是 4个.设

批发成本价为 q = 6�0元 /桶,按前面的分析和公式 ( 9),我们有:

棕树营站:取 p 1 = 10, 就有 � = 1 - (1 - 6 /10)
2
= 0�84,最大折扣价为 �p1 = 8�4.
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高新站:取 p1 = 8�0,就有 �= 1 - (1 - 6 /8)
2
= 0�937 5,最大折扣价为 �p 1 = 7�5 > 7�0,说明实际

上的优惠折扣价 7�0较低.

春晖站:取 p1 = 9�1,有 � = 1 - ( 1 - 6 /9�1) 2 = 0�884 2,最大折扣价为 �p 1 = 8�046.
其次,我们考虑二次需求函数模型.可以认为, 经过一定时间的供求平衡,在一个区域内纯净水的销售

量 (或需求量 )基本上是稳定的,因此, 在供求关系中, 随机因素不再起主要的作用.我们现在用二次曲线

来拟合每周的平均需求函数.具体做法是:先将每周的需求量拟合成二次函数,然后再将它们平均.以 p表

示价格, �表示需求量,通过 M atlab程序计算得到的结果为:

棕树营站: �= 18�6p2 - 378�5p + 1 834�6,实为二次函数的
一部分,如图 3所示;销售量最小的价格是: 10�17元 /桶,它不可

选为标准价格.

高新站: �= - 64�3p 2 + 1 077�5p - 4 321�2, 如图 3所示; 销

售量最大的价格是: 8�38元 /桶, 它可选为标准价格, 此时最大

折扣价为 7�7元 /桶. 可看出高新站的效益最好.

春晖站: �= 41�2p2 - 777�9p + 3686�9如图 3所示;销售量

最小的价格 9�44元 /桶,它不可选为标准价格,此时应给予消费

者折扣价: 8�18元 /桶.

比较 3个水站,可以看出,在折扣价大约为 8�0时,易被消费

者接受.再由二次需求函数模型的结果得知,当取 p1 �
10 + 6�5

2
= 8�25时,需求量都会达到最大.

以上的结果与实际情况基本上符合, 说明我们所得到的结果是可靠的.
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