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[摘要 ] � 用基元有限容积方法,在非结构化网格中离散和求解热传导方程,二阶迎风格式和全程隐式迭代求解稳态导热

问题.在验证求解方法的算例中,结构化和非结构化网格同时采用,并且提供了 3种非结构化网格 (三角形网格、四边形网格

和混合网格 )的计算结果,同时用精确解与得到的数值解相比较.虽然两种网格形式都能得到满意的精确度结果,但对于非

正交的非结构化网格,二次扩散项对提高精度是十分重要的.
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Abstract: Conduction heat transfe r prob lem s are so lved w ith a cell- based finite vo lume m ethod ( FVM ). The sec-

ond upw ind schem e and w ho le processing im plic it iteration way a re used. The so lutions are ob tained by using struc-

tured g rids and unstruc tured grids tha t inc lude three kinds o fm eshes ( triangu lar, quadrila tera l and hybrid). Som e re-

sults are com pared w ith the exact solutions. A lthough both structured and unstructured m eshes produce accura te so lu-

tions, structured gr id so lutions a re mo re accurate than the triangu lar unstructured gr id and are the sam e accurate as

sim ilar quadrila teral unstructured gr id in rectangular reg ion.

K ey words: structured g rids /m eshes, unstructured gr ids/m eshes, conduction heat transfer

� 收稿日期: 2005-11-20.

作者简介: 黄庆宏 ( 1957-) ,副教授,主要从事火力发电与数字仿真等方面的教学与研究. E-m ai:l huangq inghong@ n jnu. edu. cn

� � 在过去三四十年中,对复杂扩散问题数值求解的研究有了长足的进步和发展.其中有限容积法和有限

元法被研究者广泛采用.起初这两种方法主要应用在正交结构化网格,如笛卡尔直角坐标、柱坐标和极坐

标系中
[ 1]

.后来它们被扩展应用到复杂几何形状的适体网格之中
[ 2 ]

.现在这些数值计算方法在非结构化

网格中得到很好的应用
[ 3- 5]

.

非结构化网格是近年来被广泛应用于数值计算的一种网格结构. 它不但对几何边界具有很强的适应

性,而且对局部网格的分解和组合,以及程序的扩展都具有较好的灵活性和简练性.本文的目的就是在结

构化和非结构化网格中,对标量扩散方程的数值解和精确解进行比较分析, 以展现这些方法的优越之处.

1� 控制方程和边界条件

稳态的扩散方程或导热方程,对一个标量物理变量 �可写成:

�
�xi
�
��
�x i

+ S� = 0 ( 1)

式中, S�是单位体积中的净源项, � 是对应于变量 �的扩散系数.
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2� 离散方程

对在笛卡尔、圆柱和适体坐标系中的结构化网格离散方程, 不再赘述. 在此仅对非结构化网格的离散

方程进行讨论.控制方程 ( 1) 可以写成:

D + S = 0 ( 2)

在一个控制容积 P中,积分上式有,

�
nb

i= 1

D i + Sp �Vp = 0 ( 3)

式中, D i是扩散项,可以表示为基本扩散项 Dp, i和二次扩散项 D s, i之和:

Di = Dp, i + D s, i ( 4)

它们的物理意义分别是某一交界面上的法向扩散项和切向扩散项,

Dp, i = � i ( � � ) ave, i� ês, i

A i � A i

A i� ês, i

( 5)

Ds, i =
� i

dsi
( � � ) ave, i � A i - (� � ) ave, i� ês, i

A i� A i

A i� ês, i

dsi ( 6)

因此对于控制元 P,离散方程可写成:

�
nb

i= 1
B i ( �i - �P ) + �

nb

i= 1
D s, i + SP �VP = 0 ( 7)

最后简化 (7)式得:

aP �P = �
nb

i= 1

a i� i + b, � a i = B i =
� i

dsi

A i� A i

A i� ês, i

, � b = �
n b

i= 1

Ds, i + SP �VP, � aP = �
nb

i= 1

B i ( 8)

关于
� i

dsi
的计算,见文献 [ 5].以下讨论 (� � ) ave, i的计算方法.对于区域内部的单元和边界上的单元, ( � � )ave, i

的计算方法是不同的,此处分两部分来阐述.如图 1所示的内部单元,界面 i上 (� � ) ave, i的计算式为:

(� � ) ave, i =
( � � )P + ( � � )E

2
( 9)

式中, ( � � )P和 (� � )E为单元的梯度.对单元 P,单元的梯度可由离散定

理得到:

(� � )P =
1

�VP
�
nf

k = 1

� iA i (10)

式中, nf为单元 P的面数. � i是面 i上 �的平均值,界面上 �的平均值的计

算采用了重构梯度 (R econstruc tion G rad ien t) 形成的高阶插值, 即采用了

一种与单元形状无关的梯度 (� � ) r, P,从而把界面插值写成为:

� i, P = �P + ( � � ) r, P � dri (11)

其中 dri为从上游单元中心到界面 i中心的距离矢量,重构梯度计算式如下,

(� � ) r, P =
�
�VP
�
nf

k= 1

�iA i (12)

界面值 � i由该单元及相邻单元节点的 �值取平均值而得, �VP为该单元的体积, �为保证重构不至于引起

局部极值的一个系数 ( 0 � � � 1).以 P单元为例,确定 �值的原则为:由式 � i, P = �P + ( � � ) r, P � dri计

算得出 P单元 3个界面上的 �值,其应处于 P点及 3个邻点中 �值的极大值与极小值之间.对界面 i有:

�i =

m in 1,
�

max
i, P - �P
� i, P - �P

� � � i, P > �P

m in 1,
�

m in
i, P - �P
� i, P - �P

� � � i, P < �P

1 � � � i, P = �P

(13)

�
max
i, P = max( �P, �E ), �

m in
i, P = m in(�P, �E ) (14)
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对单元 P有,

�P = m in ( a ll�i ) (15)

图 2给出了典型的边界单元,界面 1与物理边界B重合.对于这种情况

有:

(� � ) ave, 1 = ( � � )P ( 16)

对于单元的温度梯度 ( � � )P 可用下式计算:

(� � )P =
1

�VP
�
3

k = 1

��kAk ( 17)

界面上的平均 �值由下式计算:

�� 1 = �B, � ��2 =
� i, P + �i,N

2
, � �� 3 =

� i, P + � i, S

2
( 18)

3� 算例

3�1� 复合边界条件下的热传导
图 3给出了这个问题的几何描述. 顶边和左边界为绝热, 底边温

度 T 1已知,右边界为第三类边界条件.常物性、无内热源的控制方程

及边界条件如下式:

�
�x
�T
�x

+
�
�y
�T
�y

= 0 ( 19)

�T
�x x= 0

= 0, � �T
�x +

h
k
(T - T � )

x = a

= 0 ( 20)

Ty = 0 = T 1, � �T
�y y= b

= 0, � T 1 = 1, T � = 0, k = 1, h = 3

( 21)

此问题的精确解
[ 6]
是:

�(x, y ) =
T ( x, y ) - T �

T 1 - T �
= 2H �

�

n = 1

1

a[ �
2
n + H

2
] + H

cosh [�n ( b - y ) ] cos[�nx ]

cosh [�n b] cos[ �na ]
(22)

其中, �n是超越方程 (27)的解:

�n tan(�na ) = H � � � � n = 1, 2, 3, � (23)

表 1� 算例的平均误差 %

算例 四边形网格 三角形网格 混合网格

算例 1 0�09 0�58 0. 58

算例 2 0�18 3�10 4�40

式中, H = h /k = 3,并取超越方程的前 15个根来计算精确

解.在图 4中, 给出 3种计算网格,它们分别是非结构化的四

角形网格、三角形网格和混合网格. 图 5为温度分布, 这里

采用了 400个控制元.图中实线代表精确解,虚线表示数值

解.从图中显然能看出四边形网格有更高的精确度,而三角形网格有较大的误差.这是因为对于求解域,四

边形是正交网格,它的二次扩散项为零;而三角形网格是非正交网格,需要计算二次扩散项,并且这种计算

存在误差.如果用式 ( 28) 来计算平均误差,并把结果列入表 1, 会证明以上观察结果:

E rror = E =
1

Nmax
�
Nm ax

i= 1

| �num - �exact | i

�m ax - �m in

� 100% (24)
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3�2� 特殊边界条件的传热
问题如 3所表示,右边界的温度 T 2是 y的函数,左边界为定温 T 1. 上边界和下边界为绝热.没有内热

源,物性为常数. 控制方程与式 ( 22)相同,各参数选择如下:

Tx = 0 = T 1, � Tx = a = T 2, � �T
�y y= 0, y= b

= 0, � T 1 = 0, T 2 = � y = 5y (25)

这个问题的精确解
[ 7]
是:

T (x, y ) =
Abx
2a

+ �
�

n= 1

2A b[ cos( n�) - 1]

n
2
�

2
sinh [ n�x /b] cos[ n�y /b ]

sinh [ an� /b]
(26)

图 6给出了 400个控制元的温度分布图.误差分析同上算例,误差结果如表 1所示.可以得到与第一个

问题相同的结论.图 7为当控制元为 400个的结构化网格温度分布图.比较结构化网格和非结构化网格的

温图分布,可以看出, 在相同数量的控制元下, 在矩形域中,结构化网格得到的结果更为精确.

3�3� 不连续区域的热传导
图 3所示的单位边长的区域中, 四边保持恒定温度 T 1,控制方程如下:

�
�x k

�T
�x

+
�
�y k

�T
�y

+ S = 0 (27)

其中,

k =
3�0 + T x > 0�5, y > 0�5

1�0 其他

S =
200 - 4�0 � 10

- 2
T

3
y < 0�5

0 其他

(28)

图 8为 40 � 40的正交网格及其温度分布.可以看出,热传导系数大的区域 ( x > 0�5且 y > 0�5),温度
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梯度较小. 将 40 � 40正交网格的计

算结果作为参考解, 使用 1 600个控

制元的非结构网格计算, 网格及计

算结果如图 9所示. 图 10为不同热

传导系数下的温度分布. 将区域 ( x

> 0�5且 y > 0�5)的热传导系数增
加到 k = 1000 + T,以显示热传导系

数对导热问题的影响, 并可以得到

导热系数大的区域温度梯度小的结

论.

4� 结论

本文给出了一个非结构化网格中导热问题的数值求解过程. 3个经典的二维问题被用来检验此过程

的正确性和精确性.对于这些问题,如果要获得高的精确度, 二次扩散项的采用是十分重要的.从得出的结

果还可以看到,对于同一个问题,可以运用结构化和非结构化网格进行计算. 两种计算都能得与精确解基

本相一致的计算结果.但在矩形域中,结构化网格为正交网格,故其结果更精确一些.
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