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[摘要 ] � 有限元理论及技术对于求解大规模有限元方程至关重要的快速算法研究尚存许多问题.提出了一种目标区域定

位算法并与波阵法联合使用的新数值技术,分析了新算法的原理及其在非线性条件下的应用. 阐述了在磁矢量 (MVP)有限

元中的实现,最后给出计算实例.结果表明,采用新方法可以节约大量计算机资源,是一种鲁棒性较好的数值技术,对大规模

电磁场数值计算也有良好的应用前景.
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Abstract: F inite e lem en tm ethod ( FEM ) is pow erfu l fo r nume rical ana lysis and has been w ide ly and successfu lly

used in num er ica l electrom agne tic ana lysis. On the o ther hand, the so lve r deve lopm ent, wh ich is also very important

in so lv ing large�sca le FEM equations, still seem s not as w ell�researched as that of mode l deve lopm ent. In th is pape r,

an num er ica l techn ique o f target�reg ion loca ting ( TRL ) is presented and app lied in finite elem entm ethod for 3D e lec�

trom agne ticm odeling. The pr inciple o f new so lver and its availability for non�linear use a re demonstra ted, show ing

that it can be eas ily used w ith e fficiency. A lso the imp lem enta tion in FEM based on m agnetic vecto r po tential is intro�

duced. F ina lly a num er ica l examp les o f 3D m agnetostaticm ode ling is g iven w ith the com parison o f computer resource

used be tw een new so lver and comm ercia l softw are, seeing that a huge com puter resource can be saved by emp loy ing

new so lver. Besides tha t, th ism e thod can also be extended to othe r quasi�static applications.
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0� 引言

迄今为止,有限元理论及技术在电磁应用方面已愈加成熟并取得许多研究成果. 例如, 在包含或不包

含激励源的磁场分析中
[ 1]
,磁标量位和磁矢量位的问题已获得很好解决, 此外基于有限元的一系列数学

模型研究也成果显然.然而,对于求解大规模有限元方程至关重要的快速算法研究,尚存许多问题.这可能

是由于高性能的计算机或是性能优越的 PC的出现造成的,也可能是该快速算法对计算结果的作用不大,

从而与模型研究相比,该快速算法经常被忽略.但在电磁有限元中,快速算法与模型研究是同等重要的,因

为它不仅影响计算结果,对计算效率的影响更加显著.

众所周知,有限元在进行三维电磁场分析时将产生大规模线性矩阵方程.当今求解这些大规模线性矩
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阵的数值算法通常可以分为两类:一类是直接算法,另一类是迭代算法.迭代法以占用较小的存储空间和

易于计算机实现的优点而著称,但它有一个突出的问题,有时会由于鲁棒性问题而陷入一种难以控制的迭

代过程中.而直接法正好相反, 它没有这种突出问题,如果可以忽略计算机在数值上的误差,该方法就可以

在理论上获得精确解.但与迭代法相比,直接法需要大量的存储空间.最近, 一种基于个人计算机有限元分

析的商用软件 FEMLAB
� [ 2]
已经在各种电磁场问题分析方面获得了成功应用并得到推广, 然而在本文研

究中发现,若采用 FEMLAB
�
直接算法, 将由于 FEMLAB

�
软件巨大的存储空间要求而无法完成大规模电

磁场计算工作.为此, 本文提出了一种基于波阵原理
[ 3, 4]
的目标区域定位快速方法.

1� 新算法分析

波阵法是一种特殊的线性方程组直接求解法.由于一般的 G auss直接法需要对所有节点变量都存储

在总刚度矩阵中,该刚度矩阵需要大量的存储空间和可观计算工作量, 因此对于大规模有限元计算特别是

三维电磁场分析来说,该方法并不是一种有效的方程求解方法.但对于波阵法, 采用了一种被定义为波阵

矩阵的动态刚度矩阵来取代总体刚度矩阵.当一单元矩阵经过处理并加载至这种波阵矩阵的同时,需要判

断哪些单元节点变量在单元加载过程中可以被消除,或者说判断它们在该波阵矩阵中是否已达到最后停

留阶段,然后根据判断结果将它们从波阵中消去并存储消元方程系数, 这是因为此时这些消元变量在波阵

中将不再被处理且对于后面将要输入的新单元节点变量也没有任何贡献.通过这种方式, 当新单元被装载

到波阵而旧单元变量同时被消元出波阵时,有限元过程中将仅仅只有有限的节点变量存留在波阵矩阵内.

由于该现象看起来像一个波形的运动过程,因此该方法被称之为波阵法, 波阵矩阵的维数被定义为波阵

宽,波宽在方程处理过程中依据单元变化是可变的.

虽然波阵法不需要存储总体矩阵方程,但它仍需要存储所有变量的消元系数,这对于一个大规模系统

如三维电磁场分析来说仍然需要巨大的存储空间. 基于这种原因, 本文提出了与波阵法配合应用的目标区

域定位算法,分析如下:

由于在场分析中通常只有那些很小部分、被称之为目标区域或求解域的场域需要知道其场分布,并且

对于整个场空间而言该区域一般只占很小比例,譬如 5%, 因此实际上仅需求解那些在目标区域内的变量

而没有必要求解其它所有区域变量. 这实际隐含了如下事实, 即在改进的波阵法中,只需存储目标区域内

的变量消元系数而放弃那些非目标区域内的变量系数. 因此数值计算开始前,有必要事先确定或定位所有

的目标区域并将其包含的单元重新编号, 使其单元矩阵在加载到波阵中时尽量晚一些而确保那些非目标

区域的单元矩阵加载到波阵时尽量早一些.随后在计算中, 非目标区域单元将先获得处理并从波阵中消

去,且不用对它们的消元系数进行存储;而目标区域单元将最后输入, 它们的消元系数存储在一个一维数

组中,而后通过回代法进行求解.因此采用 TRL技术不仅避免了存储所有消元系数以节省了巨大存储空,

并且使得波阵带宽 (或波宽 )维持在一个很小长度. 这可以解释为, 一方面目标区域单元在最后才被载入

波阵中,因而在波阵矩阵中将不再被那些广泛分布的非求解域单元所包围或混合在一起; 另一方面在有限

元单元矩阵方程加载过程中已经规定,任何求解域单元都不能被消元直至所有的求解域单元均被输入到

波阵中,因此到最后只有那些求解域中的节点变量留在波阵中,届时才能被消元处理并存储它们的消元系

数,从而使得求解区域变量在波阵中不会停留很长时间并且在波阵中也不会占用任何额外的空间,因此波

阵宽将保持很小.

下面将给出与波阵法协同使用的目标区域定位算子

分析.如图 1所示,假定T 1, T 2是目标区域, � 是常规区域

或非目标区域, S1, S2 是目标区域与非目标区域 (T 1,

T 2 /� ) 的交界面. 然后首先将一般区域单元 �装载到波

阵矩阵中,则波阵方程为

[K �, � ]  [X � ] = [ F� ] ( 1)

在单元载入波阵时, 一般区域中的单元节点变量同时被

消去,因为它们在波阵中属于最后一次出现且再无用处,

只有那些交界面上的变量 S1, S2被保留在波阵中. 因此
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式 ( 1)变为
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( 2)

此时将新的目标区域单元 T 1, T 2继续加载至波阵中,则式 (2)转化为
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2
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1
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2
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2
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X T
2

=
FT 1

FT
2

( 3)

这里交界面上的变量 S1, S2已经被包含在目标区域变量 T 1, T 2中,所以在式 (3)中没有写出.接下来将式

( 3)改写为

[KT, T ]  [XT ] = [FT ] ( 4)

式中, T为目标区域总变量.至此可以清楚地看到最终只有方程 (4)需要通过回代进行求解,而待解的未知

变量个数减小到 nT, 远远小于非目标区域变量个数 n�. 因此 TRL算法带来的结果是, 它显著节约了用来存

储消元系数的内存空间,例如其所需内存也许仅有甚至不到常规波阵法所需内存的 1% ,由此也极大节约

了 CPU时间.

当场域中还存在非线性材料譬如静磁场建模中存在磁导率为 �r的非线性磁材料时,通常这将是一个

非常耗时的过程,并且在数值方案中也是一个非常复杂和麻烦的问题, 因为它将需要大量的迭代时间使得

迭代解逼近精确解.不过对于非线性情况目标区域定位 ( TRL) 算法仍然适用,它不仅保持了占用较小存

储空间的优点,更重要的是,在每一次迭代求解中它可以节约计算时间,所以 TRL算法可以显著节约总计

算时间.如果将非线性区域看作为一个额外的目标区域,在每次迭代计算中将非线性区域变量与目标区域

变量结合在一起求解,就可以轻易实现 TRL算法在非线性中的应用.最终, 通过判断下面的收敛性条件是

否满足而获得收敛解:

!
M

k= 1

�
( n)

k - �
( n- 1)
k

�
( n-1 )

k

∀  ( 5)

式中, M为非线性磁导率材料的子区域个数.

在新算法的有限元实现过程中, 针对含有激励源的三维静磁场有限元分析可采用磁矢量位函数 A作

为求解变量
[ 5]

,且 B = � # A, 则场控制方程为

� # 1
�
� # A = Js ( 6)

利用 G alerk in∃ s加权余量法,得有限元公式为

%� c
[N ]  � # 1

�
� # Ad� = %� c [N ]  Jsd� ( 7)

对照式 ( 7), 单元矩阵方程为 [K i, j ] e [A ] e = [F ] e. 这是一个 24 # 24维数的矩阵方程,在基于磁矢量位函

数的有限元分析中目标区域定位算法通过前述方法可以轻易实现.

2� 数值结果与结论

文中给出了一个采用目标区域定位算法与波阵法

共同配合的三维静磁场有限元算例, 用以验证本文算

法的精度和有效性.算例如下: 一相对磁导率为 �r = 10

的立方形铁心置于一同轴立方形线圈所产生的磁场

中,设线圈电流密度为 1A /mm
2
,铁心尺寸轴线距边沿

0 05m,高 0 2m,线圈内边距轴线 0 06m,外边距轴线
0 08m,高 0 15m, 如图 2所示.

为比较新算法 (目标区域定位算法即 TRL算法 )

和商用有限元软件 FEMLAB
�
两种方法的计算结果,本

文分别采用新算法和 FEMLAB
�
计算了位于铁心中心
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处沿 Z轴线上的磁通密度的 z分量,结果比较如表 1所示.计算中目标区域定位算子与波阵法结合使用并

优化波阵技术,同时采用基于磁矢量位 (MVP)的有限元公式, 而 FEMLAB
�
则选取了直接法实现方程求

解.结果显示两种方法计算结果彼此接近, 而这些结果也与文献 [ 6]中一个相似模型的解析解相吻合,且

计算误差落在可允许范围内,因此证明了文中 TRL算子的正确性.

表 1� 分别采用目标区域定位方法和 FEM LAB�商用软件的算例计算结果比较 (轴向磁场 B z /T)

计算点 Z坐标 / cm 0 2 4 6 8 10 12

FEMLAB�计算结果 0 073 0 071 0 067 0 055 0 036 0 019 0 012

新算法计算结果 0 068 0 063 0 058 0 047 0 032 0 019 0 010

� � 另一方面,还对两种方法所耗用的计算机资源结果进行了比较. 在达到相同的计算精度下, TRL算法

与商用软件 FEMLAB
�
的数据对比结果如下:有限单元剖分数 TRL只占 FEMLAB

�
的 10% ,总变量个数占

28%,实际求解变量个数仅占 0 2%, 而计算机内存占用 TRL仅仅只有 FEMLAB
�
的 0 09%, CPU时间则

为 1 7% 结果表明,采用新算法可以极大节省计算机资源,这是因为采用该算法使得求解的未知单元数目

大大减少, 并使得波阵宽始终控制在一个比较小的范围, 从而大大减少计算量.实际上对于 TRL算子,最

大方程求解个数就等于最大波阵宽, 而研究表明单元总变量个数与波阵宽并没有直接的联系.如本算例中

发现,即使当变量总数达到 10 584时最大波宽并没有太大的变化,仍然约为变量总数的 6 9% ,因此本算

法也具有很强的鲁棒性.此外, 新算法除可用于三维静磁场有限元,亦可适用于非线性以及其它电磁场准

静态分析,对大规模电磁场数值计算有良好应用前景.
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