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[摘要 ] � 基于混沌系统的最大 Lyapunov指数与耦合同步增益的关系, 确定一大类混沌系统的线性耦合同步时,反馈控制

系数需要满足的取值范围,该种新型的判别方法简单而且在工程上易于实现.由于超混沌系统在保密通信中具有更强的抗

破译能力,因而考虑以超混沌 Chen系统以及超混沌 Q i系统为例,数值模拟结果验证了该方法的有效性以及普适性.
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0� 引言

近年来混沌同步在非线性科学、信息科学、保密通信以及其它工程领域获得了广泛的应用,已经成为

人们研究的热点课题之一.迄今为止, 人们提出了各种有效的混沌同步方法, 如驱动 � 响应同步 [ 1]
、线性

反馈同步
[ 2-6]
、主动同步

[ 7, 8]
、自适应同步

[ 9, 10]
、脉冲同步

[ 11]
等方法.这些方法中线性反馈耦合同步最简单,

在工程上最容易实现.另外,在以往的文献中, 一般只考虑了低维混沌系统的同步, 然而, 高维的超混沌系

统具有更为复杂的动力学行为, 其特点是至少含有两个或两个以上正 Lyapunov指数, 它广泛存在于自然

界、流体、生物、经济等一大类非线性系统的众多领域中,具有更高的保密性, 因此研究超混沌系统的同步

具有更重要的价值.在实际应用中,为了实现混沌同步, 就希望所使用的同步方法越简单越好, 因而, 这里

考虑使用线性反馈方法实现超混沌系统同步.

文献 [ 12]中, 基于反馈控制耦合混沌系统同步, 提出了一种新型的混沌系统最大 Lyapunov指数估计

新方法,以著名的 Lorenz混沌系统和静摩擦 Duffing振子为仿真对象, 验证了方法的有效性.本文基于该方

法,考虑到混沌系统的最大 Lyapunov指数与线性反馈耦合同步控制下控制增益的关系,提出实现一大类

混沌系统线性耦合同步时,耦合系数要满足的充分条件,该方法不仅简单且很容易实现.最后,分别以两个

�6�

第 7卷第 3期

2007年 9月
� 南京师范大学学报 (工程技术版 )

JOURNAL OF NAN JING NORMAL UN IVERS ITY ( ENG INEERING AND TECHNOLOGY EDIT ION )
�

Vo.l 7 No. 3

Sep, 2007



超混沌 Chen系统以及两个新的超混沌 Q i系统等为例,数值模拟结果验证了该方法的有效性以及普适性.

1� 问题描述与理论分析

考虑如下一类 N维非线性混沌系统

X = F (X ), ( 1)

式中, X = ( x1, x2, �, xn )
T
为状态向量, F (X ) = ( f1 ( x ), f2 ( x ), �, fn ( x ) )

T
是连续的非线性函数.

以系统 ( 1)为驱动系统, 则相应的线性反馈控制的响应系统为

Y = F (Y) + K (X - Y ), ( 2)

式中, Y = ( y1, y2, �, yn )
T
为状态向量, F (Y) = ( f1 (y ), f2 ( y ), �, f n ( y ) )

T
是连续的非线性 函数, K =

diag( k1, k2, �, kn )为控制增益向量.令 E = X - Y,可见,只要选择合适的反馈控制增益向量 K,就能实现

响应系统和驱动系统达到全局渐进同步.

接着,考虑下面的耦合系统

X = F (X ),

Y = F (Y) + K (X - Y),
( 3)

以及

X = F (X ),

E = H (X, Y, K ),
( 4)

式中,H = ( h1, h2, �, hn )
T
为 N维非线性函数, E = ( e1, e2, �, en )

T
为 N维误差状态向量.

定理 1� 设线性反馈控制的耦合系数为 k = k1 = k2 = � = kn,以及系统 (1)的最大 Lyapunov指数

为 �m ax = m ax( �1, �2, �, �n ),那么当 k > �max时,就能够实现初始值不同的两个混沌系统满足 lim
t→ �
�E�

= 0,从而实现响应系统 ( 2)和驱动系统 (1)达到渐进全局完全同步.

证明 � 设 D (X ), D ( Y)分别为驱动混沌系统 ( 1)和响应混沌系统 ( 2) 的相空间向量场散度,即分别

为

D (X ) = �
n

i= 1

�f i

�x i

, � D ( Y) = �
n

i= 1

�f i

�y i

, ( 5)

另外,设系统 (1)和 ( 2)的 Lyapunov指数分别为 �i (X ), �i ( Y).由于是初始值不同的两个相同系统,

则由向量场散度与系统 Lyapunov指数之间的关系
[ 12]

, 得到结论

D (X ) = D ( Y) = �
n

i= 1

�i (X ) = �
n

i= 1

�i ( Y), ( 6)

对于系统 (3),其相空间向量场散度为

D = �
n

i= 1

�f i

�x i

+ �
n

i= 1

�fi
�yi

- �
n

i= 1

ki = D (X ) + D ( Y) - �
n

i= 1

ki, ( 7)

同理, 对于系统 ( 4), 相空间向量场散度为

D = �
n

i= 1

�f i

�x i

+ �
n

i= 1

�h i

�ei

= D (X ) + D (E ), ( 8)

式中, D (E ) = �
n

i= 1

�h i

�ei
= �

n

i= 1
�i (E ) 是误差系统相空间向量场散度, 而且 �i (E ) 是其 Lyapunov指数.

比较式 ( 7)和式 ( 8), 可以得到

D (E ) = D ( Y) - �
n

i= 1

ki, ( 9)

将式 (5)代入 ( 9) 式中,则有

D (E ) = �
n

i= 1
�i (X ) - �

n

i= 1
ki, (10)

因为如果系统完全同步时,应有

D (E ) = �
n

i= 1
�i (X ) - �

n

i= 1
ki < 0. (11)
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可见, 只要 k > �max,那么当时间趋于无穷时,一定能够实现响应系统 ( 2)和驱动系统 ( 1)达到全局渐

近同步,证毕.

2� 实例分析与数值仿真

为了验证上述分析的正确性,下面以两个新的超混沌系统为例进行仿真研究.

2�1� 超混沌 Chen系统仿真研究

最近, L i
[ 13]
等通过设计非线性状态反馈控制器从 Chen中得到了超混沌 Chen系统,该系统为研究超

混沌同步与控制以及保密通信提供了一个新的领域,有着广泛的应用, 数学模型为

x = a (y - x ) + w,

y = dx + cy - x z,

z = - bz + xy,

w = yz + rw,

(12)

式中, x, y, z, w为系统的状态向量. 当 a = 35, b = 3, c = 12, d = 7以及 0�085 < r � 0�798时,该系统是超

混沌的,可见,其有很广的参数选择范围. 例如,当 a = 35, b = 3, c = 12, d = 7以及 r = 0�58,其超混沌吸
引子如图 1所示.此时, Lyapunov指数分别为 �1 = 0�501 1, �2 = 0�185 8, �3 = 0, �4 = - 26�101 0, 显然,

�1, �2 > 0, �3 = 0, �4 < 0,系统是超混沌,而最大 Lyapunov指数 �max = max(�1, �2, �3, �4 ) = 0�501 1.

下面构造如下两个相同的线性耦合同步的超混沌 Chen系统,

x1 = a( y1 - x1 ) + w 1,

y1 = dx1 + cy1 - x1z1,

z1 = - bz1 + x1y1,

w 1 = y1z1 + rw 1,

x2 = a( y2 - x2 ) + w 2 + k ( x1 - x2 ),

y2 = dx2 + cy2 - x2z2 + k (y1 - y2 ),

z2 = - bz2 + x2y2 + k ( z1 - z2 ),

w 2 = y2z2 + rw 2 + k (w 1 - w 2 ),

(13)

其中, k为线性耦合系数.

� � 定义状态误差信号:

e1 = x 1 - x2,

e2 = y1 - y2,

e3 = z1 - z2,

e4 = w 1 - w 2.

(14)
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� � 那么有如下的误差系统

e1 = a( e2 - e1 ) + e4 - ke1,

e2 = d e1 + ce2 - x 1z1 + x2z2 - ke2,

e3 = - be3 + x1y1 - x2y2 - ke3,

e4 = - re4 + y1z1 - y2z2 - ke4,

(15)

根据定理 1,当选取耦合系数 k > 0�5011时,就能够实现系统 ( 13) 全局渐进同步.

用四阶龙格库塔法进行数值仿真, 步长为 0�01. 系统参数为 a = 35, b = 3, c = 12, d = 7以及 r =

0�58,从而保证为超混沌. 系统 ( 13)的初始值设为 ( 1; 1; 1; 1; 0�1; 0�1; 0�1; 0�1). 为了使得仿真效果更好
地证明本文方法的正确性,分别选取了耦合参数 k = 0�5, 0�76, 2进行仿真,结果如图 2 ~ 5所示.从仿真图

可以看出,当耦合参数 k < 0�5011时,耦合系统 ( 13)不能实现线性同步, 如图 2所示;而当 k > 0�501 1时,

线性耦合的系统 ( 13)能够实现全局渐近同步,并且将图 3与图 4比较,发现耦合系数越大,耦合强度就增

加,系统同步速度也变快.在图 3中, 当时间 t接近 25 s时,误差 e1, e2, e3, e4分别稳定到零, 然而在图 4中,

当时间 t接近 3�5 s时,误差 e1, e2, e3, e4就分别稳定到零,响应速度加快了.图 5是耦合系数 k = 2时,耦合

系统 ( 13)的对应初始值不同的两个超混沌 Chen系统线性耦合同步的混沌吸引子.比较图 1与图 5, 图 1为

系统 ( 12) 的超混沌吸引子与图 5中的实线表示的驱动系统 ( 13)中的吸引子一致, 而图 5中虚线为系统

( 13)中耦合的响应系统吸引子,在耦合参数 k = 2时, 两者快速同步. 总之,耦合参数 k受到系统 ( 12)的最

大 Lyapunov指数的限制,并且取值越大越好,误差系统 ( 15) 衰减越快, 也可从图 3和图 4的仿真结果看

出.考虑工程上的代价,参数 k没有必要选择太大.

2�2� 新型超混沌 Q i系统仿真研究

考虑另一个超混沌系统, 这是在 2006年W ang等
[ 14]
在 Q i系统基础上, 施加控制器时得到的一个新型

系统, 可用如下的方程来描述:
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x = a (y - x ) + yz,

y = 25x - y - xz - w,

z = - 8 /3z + xy,

w = bx + 1 /2yz + w,

(16)

式中, x, y, z, w为系统的状态向量, a, b为系统的控制参数.当改变参数 a或 b时, 系统都有呈现复杂的

动力学行为.这里研究其超混沌性质,当 a = 35和 b = 13时, 图给出了其超混沌吸引子的三维空间投影.计

算得, 此时系统 ( 16)的 4个 Lyapunov指数分别为 �1 = 0�450 9, �2 = 0�144 3, �3 = 0, �4 = - 38�259,显
然, �1, �2 > 0, �3 = 0, �4 < 0,系统是超混沌,且最大 Lyapunov指数 �m ax = m ax (�1, �2, �3, �4 ) = 0�450 9.

设超混沌驱动系统为

x1 = a (y 1 - x1 ) + y1z1,

y1 = 25x1 - y1 - x1z1 - w 1,

z1 = - 8 /3z1 + x1y1,

w 1 = bx1 + 1 /2y1z1 + w 1.

(17)

线性耦合的响应系统为

x2 = a( y2 - x2 ) + y2z2 + k ( x1 - x 2 ),

y2 = 25x 2 - y 2 - x2 z2 - w 2 + k ( y1 - y2 ),

z2 = - 8 /3z2 + x2y2 + k ( z1 - z2 ),

w2 = bx2 + 1 /2y2 z2 + w 2 + k (w1 - w 2 ),

(18)

其中, k线性耦合系数.

如果令误差变量

e1 = x 1 - x2,

e2 = y1 - y2,

e3 = z1 - z2,

e4 = w 1 - w 2,

(19)

那么可以得到如下的误差系统

e1 = a( e2 - e1 ) + y1z1 - y2 z2 - ke1,

e2 = 25e1 - e2 - x1z1 + x2z2 - ke2,

e3 = - 8 /3e3 + x1y1 - x2y2 - ke3,

e4 = be2 + e4 + 0�5y1z1 - 0�5y2 z2 - ke4.

(20)

从定理 1可知,驱动系统 (17) 与响应系统 (18) 全局同步的充分条件是, 只要选择的耦合系数 k >

0�450 9即可.

同样,采用步长为 0�01的四阶龙格库塔法进行数值仿真. 为使驱动系统处于超状态,选取参数为 a =
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35, b = 13.驱动系统 ( 17)与响应系统 ( 18)的初始点分别选取为 x1 ( 0) = 1, y1 ( 0) = 1, z1 ( 0) = 2和

w 1 ( 0) = 1; x2 ( 0) = 0�2, y2 (0) = 0�2, z2 ( 0) = 0�1和 w 2 ( 0) = 0�5. 因此误差系统 ( 20) 的初始值为

e1 ( 0) = 0�8, e2 ( 0) = 0�8, e3 ( 0) = 1�9和 e4 ( 0) = 0�5.分别选取了耦合参数 k = 0�44, 0�5, 2进行仿真,

结果如图 7 ~ 10所示.可见,当 k > 0�450 9时,驱动系统 ( 17)与响应系统 (18)能够实现全局渐近同步.将

图 8与图 9比较, 发现耦合系数越大, 耦合强度就增加,系统同步速度也变快,图 8中, 当时间 t接近 10 s时,

误差 e1, e2, e3, e4分别稳定到零,然而图 9中,当时间 t接近 3�5 s时,误差 e1, e2, e3, e4就分别稳定到零,响应

速度变快了.反之, 当耦合参数 k < 0�450 9时,驱动系统 (17)与响应系统 ( 18)不能实现同步,如图 7所示.

另外,图 6为系统 (16)的超混沌吸引子与驱动系统 (17)在图 10中用实线表示的吸引子一样, 而图 10中虚

线为响应系统 (18)的超混沌吸引子,在耦合系数 k = 2时,两者在反馈控制作用下快速同步.总之,耦合参

数 k必须大于系统 (16)的最大 Lyapunov指数, 并且取值越大越好, 可以从图 8和图 9的仿真结果看出,考

虑工程上的代价,参数 k没有必要选择太大.

3� 结论

本文基于混沌系统的最大 Lyapunov指数与线性反馈耦合同步控制下控制增益的关系,确定了只要耦

合系数的取值大于驱动混沌系统的最大 Lyapunov指数,则初始值不同的两个相同的超混沌系统线性耦合

全局渐进同步,而且以两个新的超混沌 Chen系统以及两个新型超混沌 Q i系统为例, 进行数值仿真. 该新

方法最大优点是对于已知的混沌系统其最大 Lyapunov指数也是已知的, 所以不需要经过任何复杂的计

算,就能确定线性耦合同步的耦合系数范围,通过数值仿真验证了该方法的有效性以及普适性,耦合系数

的选择范围很大,且只需要很小的增益就能实现同步,考虑工程上的代价, 参数 k没有必要选择太大.因

此,该方法值得在工程上进行推广与研究.
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