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[摘要 ] � 在系统地介绍里兹变分近似方法的基础上,通过一个直角坐标系和一个圆柱坐标系的算例, 对稳态热传导问题进行

了计算,同时与数值解和精确解进行比较分析.由此可把近似分析解法用于求解各类复杂的非线性问题.
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Abstrac t: Based on introduc ing the theoretical phys ics o f R itz var ia tion approx im ate m e thod, and w ith an exam ple o f

ca rtesian coordinate and an exam ple o f cy lindr ica l coordinate, the steady state hea t conduc tion prob lems w ere so lved and

ca lcu la ted using the fin ite volum em ethod ( FVM ) in struc tured gr id. The resu lts are in ag reement when the approx im ate

so lution com pared w ith the num er ica l and the exact so lutions. A ll above dem onstrate the s ignificance o f app lication o f the

R itz m ethod in num er ica l com putation.
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� � 热传导问题的求解在人类科学史中有着悠久的历史. 首先,在几何形状简单,微分方程与边界条件都

是线性时,人们可以通过数学解析方法 (精确解方法 )来找到问题的答案. 对于非线性的问题, 只有少数特

殊情况才能精确求解.另外,解析解也不适用于几何形状复杂的情况.

数值计算方法是近年来发展成熟的有效方法. 从理论上而言, 它可以解决几乎大多数的问题, 不论线

性与非线性,几何形状简单与复杂.但在实际工程问题中,有许多问题完全进行数值求解现在还不可能.当

遇到解析分析求解太难或无法求解, 而数值求解又不合适的情况时,近似分析求解方法可能是一个好的选

择
[ 1-4]

.

数学解析分析解、近似分析解和数值解是 3种科学研究中基本的方法,它们反映了人们认识事物的发

展规律.它们侧重点有所不同, 各具优缺点,互相补充,互相融合.数学精确解为我们展示了事物的数学和

物理的抽象概念,有利于更好地理解影响该问题各种参数的物理意义; 近似解为精简地解决工程问题提供

了方便;而数值解为全面透视问题提供了依据
[ 5]

.

本文在热传导问题中,以变分里兹近似方法为重点,结合分析解析解和数值解,全面地展示三者之间

完美结合解决问题的风采.

1� 里兹近似方法的基本理论

只要等价与稳态热传导方程的变分表达式是存在的,就可用由里兹最先提出的一种简单而有效的方
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法对该问题做近似求解.有关里兹近似方法理论与应用的进一步论述,读者可查阅文献 [ 6] .在有限区域

内稳态热传导问题具有如下的形式
[ 1 ]

,

� 2
T ( r ) + A ( r )T ( r ) +

1

k
g ( r) = 0, � 区域 R内, ( 1)

�T
�ni

+ H iT = f i ( rs ), � � � � � � � 边界 sI, ( 2)

式中, i = 1, 2, �; S为区域 R连续边界面的个数; � /�ni是区域 R的表面 si的外法向导数. 等价问题 ( 1)的

变分表达式为:

I = �R (�T )
2

- AT
2
-

2
k

gT dv + �
s

i= 1
�s
i

(H iT
2
- 2f iT ) dsi, ( 3)

式中, ( �T )
2
在不同坐标系中有着不同形式.

在直角坐标系为: ( �T )
2

= ( �T /�x )
2

+ ( �T /�y )
2

+ ( �T /�z )
2
.

在圆柱坐标系为: ( �T )
2

= ( �T /�r )
2

+ (1 / r
2
) ( �T /�� )

2
+ ( �T /�z )

2
.

在圆球坐标系为: ( �T )
2

= ( �T /�r )
2

+ (1 / r
2
sin

2
�) ( �T /�� )

2
+ (1 / r

2
) ( �T /��) 2

.

方程式 ( 3)包含着问题的边界条件.这个变分表达式的精确求解是很困难的,而用由里兹提出的方法

做近似求解倒是颇为容易.这种方法的第一步是选择一种试探解, 这种试探解包含着若干可以调整的参

数.试探解可以这样来选择,它满足问题的边界条件方程 ( 2), 而不一定满足微分方程 ( 1). 从这一点考虑,

选取试探解 �T ( r )为:

�T ( r) = �0 ( r ) + �
n

j= 1

ci�j ( r ), � 区域 R内. ( 4)

方程式 ( 4)中, 函数 �0满足边界条件方程 (2)的非齐次部分, 即:
��0

�n i

+ H i�0 = fi.

方程式 ( 4)中 � j ( j = 1, 2, �, n )是 R区域内线性无关的.作适当选择的已知函数,它们满足边界条件

方程 ( 2)齐次部分, 即:
��0

�n i

+ H i�j = 0.

因此,试探解方程 (4) 对任意 cj都满足边界条件方程 (2).如该问题的全部边界都是齐次的, 则函数

�0是不必要的,只选择函数 � j即可.这里, 我们假设 � j对空间变量有连续的一阶和二阶导数.试探解 �T ( r)

一旦被确定,用里兹法求系数 cj的办法是,把试探解 �T ( r)带入变分表达式 ( 3)并要求:

�I( c1, c2, �, cn )

�cj

= 0, � j = 1, 2, �n. ( 5)

上述步骤可归结为求 n个未知系数 cj的 n个代数方程.这个方程组的解,就是极值问题 (稳态热传导

问题 )的近似解.

在里兹法中最重要的一步是选取函数系 �j.若有可能,这些函数 �j ( j = 1, 2�, n, � )在给定的区域内

应是一组完备函数.所以函数 �j是完备的,是对下面这样一个含义来说的:任意函数, 若它在讨论的区域

是连续的,它的偏导数也是连续的,则在该区域内可用 �j的无穷级数形式来表示. 函数 �j视问题的性质,

可以是多项式、三角函数、柱函数或球函数.关于函数 �j如何构造将在下面讨论.

2� 算例分析

2. 1� 一维稳态热传导问题
在一个一维有限区域内,两侧边界为零度,区域内有非常数的内热源.稳态导热方程如下:

d
2
T

dx
2 + AT + B x = 0, � 0 < x < 1, ( 6)

其中,边界条件为: T = 0, x = 0和 x = 1,式中 A和 B是常数 (A = B = 1), 此问题是一般变分问题的特殊

情形, 因而等价的变分形式为:

I = �
1

x = 0

dT
dx

2

- AT
2
- 2BxT dx , ( 7)
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为了说明不同阶数近似公式的准确程度, 我们用单项式试探解与二项式试探解来求解.

2. 1. 1� 单项式试探解
试探解为: �T ( x ) = c1� 1 ( x ),其中, �1 ( x ) = x ( 1 - x ).

显然, 函数 �1满足方程 ( 6) 所示的两个边界条件.把这个试探解带入方程式 ( 7),即可得:

I( c1 ) =
1

3
1 -

A

10
c
2
1 -

B

6
c1.

系数 c1根据方程式 (5)确定为:

dI ( c1 )

dc1
=

2
3 1 -

A
10

c1 -
B
6

= 0,因此, c1 =
B

4(1 - A /10)
=

5
18

.

由此得到单项式试探解为:

�T 1 ( x ) =
B

4(1 - A /10)
x (1 - x ) =

5
18

x ( 1 - x ).

2. 1. 2� 二项式试探解

试探解为: �T 2 ( x ) = c1 �1 ( x ) + c2�2 (x ), 其中, �1 ( x ) = x ( 1 - x ), �2 ( x ) = x
2
( 1 - x ).

�1 (x )与 �2 ( x )都满足边界条件方程 (6)的两个条件,把这些试探解代入方程式 (7),得到 I ( c1, c2 ).

令:
dI ( c1, c2 )

dcj

= 0, j = 1, 2. 由此得到用于确定系数 c1与 c2的两个方程. 不难看到,对于 A = B = 1的情

形, c1 = 71 /369与 c2 = 7 /41,则二项式试探解为:

�T 2 (x ) = x ( 1 - x )
71

369
+

7

41
x . ( 8)

� � 该问题的精确解为:

T (x ) =
B

A

sin A
1 /2

x ( j )

sinA
1 /2 - x

=
sinx

sin1
- x. ( 9)

图 1和图 2为我们用二维计算程序模拟温度场分布, 上下两

边界为对称边界.图 1背景云图为数值解,虚线为方程 ( 9)的精确

解;图 2背景云图为数值解,虚线为方程 ( 8)的里兹近似解.两者

进行比较,显然二项式试探解和数值解比较一致.

2. 2� 实心圆柱体的稳态热传导问题
我们给出一个柱坐标系中的例子, 数学方程和边界条件如下

式所示:

1
r

d
dr

r
dT
dr

+ 1 -
1

r
2 T = 0, 1 < r < 2, (10)

其中, 边界条件为: T = 4, r = 1和 T = 8, r = 2.

对边界上函数值为定值的情形, 等价的变分形式可为:

I = �
2

r= 1

dT

dr

2

- 1 -
1

r
2 T

2
rdr. (11)

选单项式试探解为:

�T 1 ( r) = c1 �1 ( r) + �0 ( r ), (12)

式中, �1 ( r) = ( r - 1) ( r - 2), � �0 ( r) = 4r.

� � 方程式 ( 12) 满足方程 (10) 的边界条件. 把这个解代入变分

形式的方程式 (11),将其最终的表达式对 c1求导数,并让它为零,

可得:

dI
dc1

= 2c1�
2

1
- r

5
+ 6r

4
- 8r

3
- 6r

2
+ 18r - 12 +

4
r

dr + 8�
2

1
( - r

4
+ 3r

3
+ r

2
- 6r + 2) dr = 0,

在完成积分后可求得 c1 = - 3�245.
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� � 最终得到的单项式近似解为:

�T 1 ( r ) = 3�245( r - 1) (2 - r ) + 4r. (13)

该问题的精确解为
[ 1]

:

�T ( r) = 14�43J1 ( r ) + 3�008Y1 ( r). (14)

精确解方程 ( 14)中,我们需要求解第一类和第二类整数一

阶贝塞耳函数
[ 2 ]

.把近似解与精确解在 r为 1�2、1�5与 1�8处进
行比较,它们的偏差在 0�03% 以内.因此在本算例中,即便用单

项近似式也可得到很好的结果.图 3和图 4为计算结果,在此我

们选取了半圆为计算域. 在两图中, 背景云图都为数值解, 图 3

中虚线为精确解方程 ( 14), 图 4中虚线为里兹近似解方程

( 13).从图中可以再次证明三者求解的一致性.

3� 结论

本文介绍了热传导问题的变分表达式及由此推导得到的

里兹近似方法.近似解准确与否是通过将其结果与精确解或数

值解的结果作比较来评定的.因此, 为了对近似分析的准确性

有一定的认识, 先对已有精确解的一些简单问题用近似法求

解,并把所得结果与其精确解、数值解做比较, 而后, 再把近似

分析解法用于求解各类复杂的及非线性的问题.
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