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[摘要 ] � 在介绍偏积分近似方法基本概念的基础上,在结构化网格中,用有限容积法数值求解稳态热传导问题.同时进行偏

积分近似解、精确解和数值解的比较分析.从计算结果可以得到令人满意的一致性.这些充分证明偏积分近似方法、解析方法和

数值计算方法的实用性和互补性.
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Abstrac t: On the basis of introducing the basic concept o f partia l in teg ra tionm e thod, the steady state hea t conduction e�

quations w ere so lv ed and calcu lated using the finite vo lum e me thod in structured meshes fo r num er ica,l exact and ap�

prox im ate so lutions. Com pared w ith these ca lcu lation results, there is a good ag reem ent be tw een them. These proved

tha t partial integ ration approx ima ting m ethod is be lievab le and practica .l
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� � 分离变量法是解析求解各种热传导问题最有效工具之一, 而伽略金法又是近似分析或数值分析求解

这类问题几乎万能的手段之一.它们两者的结合,又可产生一种近似求解方法,这就是偏积分法.当一个多

维热传导问题,在维与维之间可以分离时,偏积分方法在非齐次方向或非线性方向,首先选择伽略金近似

法;然后进行积分.这样我们就可得到另一维方向变量的常微分方程, 进行求解最后得到偏积分方法的近

似解
[ 1- 5]

.

用伽略金近似法求解了二维稳态热传导问题, 一般采用的试探解 �T (x, y )是由自变量为 x与 y的函数

� (x, y )所构成.如果试探解 �T ( x, y ) 的构造对一个变量 (比如说 y ), 其剖面的函数形式是确定的, 而对另

一个变量,其函数形式是待定的,比如说变量 x的函数 X (x )是待定的,那么, 仍可望得到一种较好的近似

解.

总之,对于变量为 x, y的二维问题,在变量 y方面应用伽略金方法, 其结果将得到一个函数 X ( x )的常

微分方程.这个方法的一个优点是,在温度剖面的函数形式有一个方向在预先不能被选定的情况下, 可根

据问题的特点从由此得到的常微分方程的解来确定.

1� 偏积分法的基本理论

在有限矩形区域内,稳态热传导问题具有如下一般的形式
[ 1]

.

�2T
�x

2 +
�2
T

�y
2 +

g

k
= 0, 0 < x < a, 0 < y < f( x ), ( 1)
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T = 0, ( x = 0, x = a, y = f ( x ) );
�T
�y = 0, ( y = 0). ( 2)

将伽略金近似法应用于微分方程 (1) ~ ( 2),并对变量 y作偏积分可得:

�
f (x )

y = 0

�2�T
�x2 +

�2�T
�y2 +

g
k
�1 ( y ) dy = 0. ( 3)

在此考虑一个单项式试探解 �T ( x, y ) 为:

�T 1 (x, y ) = X ( x )�1 (y ) = X ( x ) � ( y
2
- f

2
(x ) ). ( 4)

显然,上述试探解满足 y = 0与 y = f (x )处的边界条件,而函数 X ( x )仍是待定的.把试探解式 ( 4)代

入式 ( 3),稍作运算之后,即可得到如下求函数 X ( x ) 的常微分方程.

2
5
f

2
X �+ 2ff �X �+ (f f �+ f �2 - 1)X = -

g
2k
, � 0 < x < a, ( 5)

方程 ( 5)具有的边界条件为: X (x ) = 0, x = 0, x = a.

如函数 f ( x )已知上述方程即可求解.下面让我们应用两个算例来说明.

2� 直角坐标系的算例分析

第一个算例为矩形域,采用直角坐标系来求解稳态热传导问题. 把对变量 y的偏积分应用于微分方

程,按伽略金法可得到:

�
b

y= - b

�2�T
�x2 +

�2�T
�y2 +

g
k
�1 ( y ) dy = 0, � - a < x < a, ( 6)

一个单项式试探解 �T ( x, y ),选为:

�T 1 ( x, y ) = � 1 ( y )X (x ) = ( b
2
- y

2
)� X ( x ). ( 7)

这试探解满足 y = � b处的边界条件.函数 X (x )是待定的.把试探解 (7)代入式 ( 6)有:

X �(x ) -
5

2b
2X (x ) = -

5g

4b
2
k
, � - a < x < a, ( 8)

方程 ( 8)具有边界条件为:

X (x ) = 0, � x = � a. ( 9)

常微分方程 ( 8)与 ( 9) 的解是:

X ( x ) =
g
2k 1 -

cosh( 2�5� x /b )

cosh( 2�5� a /b)
.

则单项式试探解变为:

�T 1 ( x, y ) =
g
2k

( b
2
- y

2
) 1 -

cosh( 2�5� x /b)

cosh( 2�5� a /b )
. (10)

该问题的精确解为
[ 2]

:

T ( x, y ) =
g
k

a
2
- x

2

2
- 2a

2 �
�

n = 0

(- 1)
n

�
3

n

cosh(�ny /a ) cos( �nx /a)

cosh( �nb /a )
, (11)

其中:

�n =
(2n + 1)�

2
. (12)

数值计算的物性和几何参数如下 (单位为国际标准单位 ):

Tw = 0, � k = 1, � g = 5, a = 1, � b = 2.

图 1、图 2和图 3为二维程序计算的温度场分布.图 1背景云图为数值解,虚线为方程 ( 11)与 (12)的

精确解;图 2背景云图为数值解,虚线为方程 ( 10) 的偏积分近似解;图 3背景云图为精确解,虚线为近似

解.两者进行比较,显然单项式试探解和精确解吻合较好.

3� 极坐标系的算例分析

极坐标系的扇形域 ( 0 � r < 1, 0 < �< �0 )稳态热传导问题,域内有恒定的热源 g / (W /m
3

),全部边
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界都维持零度,数学描述如下:

1

r

�
�r r

�T
�r

-
1

r
2
�2T
��2

+
g

k
= 0, � 1 � r < 1, 0 < �< �0, (13)

T = 0, � r = 1, �= 0, �= �0. (14)

将伽略金法应用于微分方程 (13)与 ( 14),对变量 �进行偏积分有:

�
�0

�= 0

1
r
�
�r r

��T
�r

+
1

r
2
�2�T
��2

+
g
k
�1 ( �)d�= 0, � 0 � r < 1, (15)

取一个单项式试探解为:

�T ( r, �) = F ( r) �1 ( �) = F ( r ) sin(��/�0 ). (16)

如此选定的试探解满足 �= 0与 �= �0处的边界条件,但函数 F ( r) 仍是待定的. 将试探解 ( 16) 代入式

( 15),进行积分之后可得:

1
r

d
dr

r
dF
dr

-
�

2

r
2F ( r) = -

4g
k�

, � 0 � r < 1, (17)

F ( r ) = 0, r = 1, �� � /�0. (18)

方程 ( 17) 与 (18)的一个特解是: Fp ( r) =
4g
�k
� r

2

�
2
- 4

.

F ( r) 的一般解是: F ( r) = c1 r
�
+ c2 r

- �
+

4g
�k

r
2

�
2
- 4

.

这里, 根据 r = 0处的解必须有界,可得 c2 = 0; 再用 r = 1处的边界条件, 可确定 c1为:

c1 = -
4g
�k

1

�
2
- 4

.

最终, F ( r )的解为: F ( r ) =
4g
�k

r
2
- r

�

�
2
- 4

.

且单项式试探解 �T ( r, �)为:

�T ( r, �) =
4g
�k

r
2
- r

(�/�0)

( � /�0 )
2
- 4

sin ��
�0

. (19)

此问题的精确解为:

T ( r, �) =
4g
�k �n = 1, 3, 5�

r
2
- r

( n�/�0)

( n� /�0 )
2
- 4

sin n��
�0

, (20)

上述得到的单项式近似解为精确解级数中的第一项.数值计算中的物性和几何参数如下 (单位为国际标

准单位 ):

Tw = 0, � k = 1, � g = 5, � r = 1, � �0 = � /6.
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图 4、图 5和图 6为温度场分布.图 4背景云图为数值解,虚线为方程 ( 20)的精确解;图 5背景云图为

数值解,虚线为方程 ( 19)的近似解;图 6背景云图为精确解,虚线为近似解. 两者进行比较,显然单项式试

探解和精确解吻合较好.

4� 结语

本文介绍了稳态热传导问题的偏积分近似方法的理论推导过程.通过两个不同坐标系中的具体算例,

对精确解、数值解和偏积分近似解进行计算和比较分析.从这些分析比较中,不难看出,数值传热计算的优

越性和它的巨大发展潜力.

本文提供的偏积分近似解,可以为没有精确解的问题,作为检测数值分析方法正确性的有效工具.
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