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[摘要 ] � 针对复杂的非线性热传导问题求解的困难,在系统地介绍伽略金近似方法基本概念的基础上,采用伽略金近似方法

对直角坐标系的非稳态热传导算例进行计算,同时与数值解和精确解进行比较分析.结果表明伽略金近似方法可用于求解各类

复杂的非线性热传导问题.

[关键词 ] � 伽略金近似方法, 数值方法, 精确解

[中图分类号 ] TK124� [文献标识码 ] A � [文章编号 ] 1672�1292( 2010) 03�0052�04

Comparative Analysis between Galerkin Approxim atingM ethod

and NumericalComputation

Zhang Junbo
1
, H uang Q inghong

2
, ZhangM in

3

( 1. T aizhou C ollege, N an jing Norm alUn iversity, Ta izhou 250053, Ch ina;

2. School of Energy and M echan ical Engin eering, Nan jing Norma lU n ivers ity, N an jing 210042, Ch ina;

3. S chool ofPow er E ngineering, Nan jing Un ivers ity of S cien ce and Technology, N an jing 210094, C hina)

Abstrac t: On the basis of introducing the basic conception of Ga lerkin m ethod, and w ith an examp le o fC artesian coordi�

nate, the unsteady state hea t conduction prob lem w ere so lved and ca lculated using the finite volum em ethod in structured

g rid. The resu lts are in agreem ent when the approx im ate so lu tion is compared w ith the nume rical and the exact so lutions.

These prove that Ga lerk in approx im atingm e thod is app licab le to so lve nonlinea r heat conduction prob lem.
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� � 在求解偏微分方程的众多方法中,伽略金近似方法是行之有效的方法之一, 它不需要写出该问题的变

分表达式,因而, 成为一种更为一般, 更为直接求解边值问题的方法
[ 1�5]

.伽略金法对椭圆、双曲线和抛物线

型方程,无论是线性的,还是非线性的问题都是适用的. 若边值问题存在变分形式, 可以证明,里兹法与伽

略金法是等价的,并可得到相同的结果.也就是说, 人们可以把伽略金法直接用于边值问题,而不必去寻找

与给定边值问题等价的变分表达式. 在伽略金近似方法中, 权函数的构造和选取是一个十分关键的问题.

在此, 我们给出一个热传导算例,针对权函数的选取, 给出近似解,并将其同数值解与精确解进行比较分

析,为今后采用伽略金近似方法求解该类问题提供有价值的参考和帮助
[ 1]

.

1� 基本概念和方程

对于一个非稳态热传导问题,我们可以用下式来描述
[ 1]
:

1

�
�T
�t

= � 2
T ( r, t) + A ( r )T ( r, t) +

1

k
g ( r, t ) R内, t > 0

�T
�n

+ H T ( rs, t) = f ( rs, t ) s处, t > 0

( 1)

其中, T = F ( r), t = 0, R内.或者有:
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L [T ( r, t) ] = � 2
T ( r, t) + A ( r)T ( r, t) +

1
k
g ( r, t) -

1
�
�T ( r, t )
�t = 0, R内

B [T ( rs, t) ] =
�T
�n i

+ H iT = fi ( rs ), 边界 si处,

( 2)

式中, T为温度; L是线性微分算子; B是线性边值条件算子.

选取近似试探解 �T ( r, t)为:

�T ( r, t) = �0 ( r) + �
n

j= 1

ci �j ( r) f ( t), R内 ( 3)

式中, 试探函数 �0 ( r) 为满足边界条件公式 (2) 的非齐次部分, 而试探函数 �j ( r ) 满足齐次部分, 即

B [�0 ] = f ( rs ); B [�j ] = 0, j = 1, 2, �, n.

显然公式 (3)中试探解满足问题全部边界条件, 但它并不一定满足微分方程式 ( 1). 若将试探解代入

微分方程公式 (1)就会有余量,因为只有近似试探解是精确解时,余量才为零. 对于选定的试探函数有几

个可调参数组成,通过对参数 cj的调整,可使余量尽可能的小,则由此得到的解, 对精确解而言可认为是一

种很好的近似.为了确定未知系数 cj, 伽略金法要求,在问题所讨论的区域内,余量的加权平均为零,即:

�RL [ �T n ( r, t) ]w i ( r )dV = �RL �0 ( r ) + �
n

j= 1

cj�j ( r) f ( t) �i ( r) dV = 0, � i = 1, 2, �, n. ( 4)

式中, � i ( r)为权函数. 通过上面关系式会得到一组用于确定 n个系数 c1, c2, �, c n的代数方程.由公式 ( 4)

所示的表达式可作如下解释: 它等价于表达式 L [ �T n ]与试探函数系 � j ( r)的全部函数正交.权函数 (� i ( r)

i = 1, 2, � )可认为在区域 R内是完备的.这样, 如若把属于这个完备系的全部权函数 � i都包括进去,则

公式 ( 4)成立的必要条件对应着问题的精确解.然而在伽略金法中,公式 ( 4) 考虑的只是这个函数系中的

有限个数,因此, 最终的解将是近似的.请注意,试探函数系 � j ( r )和权函数 � i ( r) 是相同正交函数系.下

面通过一个非稳态算例予以说明.

2� 一维非稳态热传导算例分析

一块平板, 0 � x � 1,初始温度为 T (x, t) = T 0 ( 1 - x
2
);在时间 t > 0时, x = 0处的边界维持绝热,

x = 1处的边界温度维持零度.现用伽略金法求平板内温度分布T
~

(x, t)的近似解,并与精确解T (x, t)作比

较.该问题的数学描述为:

1
�
�T ( x, t )
�t

=
�2
T

�x2, � � 0 < x < 1, � t > 0 ( 5)

其中,
�T
�x

= 0, � x = 1, � t > 0; � � T = 0, � x = 1, � t > 0; � � T = T 0 ( 1- x
2
), � t = 0, � 0 � x � 1.

将伽略金法用于公式 ( 5),对 x求积分得到:

�
1

x = 0

�2
T
~

�x 2 -
1
�
�T

~

�t
�i ( x ) dx = 0. ( 6)

选单项式试探解为:

T
~

1 (x, t) = T 0 f ( t)� 1 ( x ) = T 0 f ( t ) ( 1 - x
2
). ( 7)

公式 ( 6)和公式 (7)中,试探函数为 �i ( x ) = 1 - x
2
.

函数 f ( t)仍是待定的. 显然,上面所选的试探解满足问题的初始条件及两个边界条件.积分公式 ( 6)

有:

�
1

x = 0
[ - 2T 0 f - (1 - x

2
)T 0f�/�] � (1 - x

2
) � dx = 0

- 2T 0 [ ( x - x
3
/3) f + (x - 2x

3
/3 + x

5
/5)f�/ (2�) ]

1
0 = 0

稍作运算之后可得 f ( t)的微分方程为
df ( t)

dt
+

5�
2
f ( t ) = 0, � t > 0; � � f ( t) = 1, � t = 0.

f ( t) 的解为 f ( t ) = e
- ( 5�/ 2) t

, 且单项式近似解T
~

(x, t)为T
~

( x, t) /T 0 = ( 1 - x
2
) e

- ( 5�/2 ) t
.
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此问题的精确解可求得 T ( x, t ) /T 0 = 4�
�

n= 0
(- 1)

n 1

�
3
n

e
- ��2nt cos�nx,式中 �n =

(2n + 1)�
2

.

表 1� 近似解与精确解的比较

Tab le 1� Com pare o f approx im a tion solution and exact so lution

x
[ (T

~
- T ) /T ] � 100

�� t = 0�01 �� t = 0�1 �� t = 1

0�2

0�6

+ 1

+ 2

- 1

+ 5�5

+ 4�4

+ 3�1

表 1对近似解与精确解作了比较.由表 1可见,

即便是单项式近似解,它与精确解也相当一致.要得

到更为完善的近似解,可选更高阶的试探解,其形式

可为:

T
~

n ( x, t) = T 0 �
n

t= 1
f i ( t) �i ( x ).

其中: 函数 � i ( t )满足问题的边界条件, 函数 f i ( t) (f i (0) = 1)可从常微分方程中求得,而该常微分方程是

由对变量 x作偏积分的伽略金法中得到.

本文采用的有限体积法作为数值计算方法, 并在参考文献 [ 2] 中做了具体的介绍. 在数值计算过程

中,所有物性参数单位为国际标准单位,其中 T w = 0, T 0 = 100, k = 0�5, Cp = 1, �= 1
[ 3- 7]

.

图 1为 3个不同位置温度变化的曲线,图 2为 3个不同时刻温度随时间变化的曲线 ( ES代表精确解, JS

代表近似解, NS代表数值解 ).图 3为 t = 0�18 s的精确解与数值解的比较结果,图中背景云图为数值解,

虚线为精确解.图 4为 t = 0�18 s的近似解与数值解的比较结果, 图中背景云图为数值解, 虚线为近似解.

图 5为 t = 0�18 s的近似解与精确解的比较结果,图中背景云图为精确解,虚线为近似解. 从图中可以看出

数值解、精确解吻合的比较好, 近似解与数值解和精确解相比,存在一定的误差, 出现这一问题主要是因为

权函数的构造,如果采用其他的权函数构造,可能会得到更理想的近似解.

3� 结论

本文介绍了热传导问题的伽略金近似方法.近似解准确与否是通过将其结果与精确解和数值解的结

果作比较分析来评定的.而要想得到较为准确的近似解,在选取试探函数的时候可以选取高阶的权函数.

因此, 通过对近似解和精确解及数值解的比较分析,可以得到: 伽略金近似方法可以用于求解各类复杂的

的非线性问题.
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