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［摘要］ 提出了一种新型的混沌系统错位投影同步方案，实现驱动系统与响应系统中所有状态向量的相互错位投影同步，

即状态向量不是按照原有的对应关系成比例投影同步．这里以新型的四维超混沌 Tang系统和 Qi系统为例，研究两种错位投影
同步方案． 基于 Lyapunov系统稳定性理论，构造合适的非线性反馈控制器，分别实现了超混沌系统的同结构和异结构的错位投

影同步．然后，利用改进的混沌掩盖方法，将该同步方案应用到保密通信中，在发送端将混沌信号与信息信号加密并发送，最后
从接收端系统中不失真地恢复出有用信号，数值仿真结果表明了该方案的可行性和良好的保密特性．
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Abstract: The new mismatch project synchronization is proposed in the paper，which can direct the state vectors be-
tween the driver system and response system to synchronize in disorder． Based on the Lyapunov stability theory，two
schemes of synchronization are studied and the nonlinear controllers are designed to achieve mismatch projective synchro-
nization for two same or different hyper-chaotic systems． Here Tang system and Qi system are taken as examples． Then
this method is applied to secure communication through improved chaotic masking algorithm． The useful signal is mixed
with hyper-chaotic signals before transmitted，and is recovered undistorted through the synchronized receiver． Simulation
results are presented to demonstrate the effectiveness of the proposed method．
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混沌作为一种复杂的非线性运动行为，在物理学、化学、工程学和信息学等领域得到了广泛的研究，且
取得了大量的研究成果．为了更好地利用混沌，近年来学者们提出了许多不同的混沌同步方案，实现了许
多复杂混沌系统的同结构与异结构同步，同步方案主要包括完全同步、相位同步、滞后同步、广义同步、投
影同步［1 － 6］等．文献［6］设计了线性反馈控制器实现两个 Jerk方程的完全同步，并将之应用到混沌保密通
信中;文献［7］设计了合适的非线性控制器，实现了一个 Lorenz，Chen 以及 Rssler 系统的投影同步，并将
其用于信号加密中．文献［8］以 Lorenz系统为例，设计了合适的控制器，实现 Lorenz混沌系统的错位同步．

本文考虑在已有的同步方案基础上，提出了一种新型的同步方案，即错位投影同步．它要求混沌系统
同步时，驱动系统与响应系统中的状态向量，至少有一对状态向量不按照比例因子的大小同步，而是与其
他的任意状态向量成比例最终趋于一致．该方案不同于以往的同步方法，当两个混沌系统错位投影同步
时，混沌系统的阶数增加，同步方案的种类也随之增加．例如，两个四阶混沌系统错位同步有 23 种方案，两
个五阶混沌系统的同步有 119 种，当然也可以是不同阶的混沌系统错位投影同步．将这种方案应用到保密
通信，增加了解密的难度，因而在信号加密方面有着很好的应用前景．这里以新型超混沌 Tang系统和超混
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沌 Qi系统为例，基于 Lyapunov系统稳定性理论，采用不同的错位投影同步方案，分别设计合适的非线性
反馈控制器，实现两个初始值不同的新型四维超混沌 Tang 系统的同结构错位投影同步，以及实现超混沌
Tang系统和超混沌 Qi系统的异结构错位投影同步，并且将其应用到信号保密通信中，信息信号在发送端
被混沌信号加密，在输出端被不失真地恢复．该种同步方案可以有效地对信息信号掩盖，并且难以解密，抗
破译能力强．

1 超混沌吸引子的描述

最近，Tang LR等［9］提出一个含有 8 个参数的、且拓扑结构简单的超混沌系统，该系统仅有 3 个平衡
点，易于电路实现，产生比较宽的混沌序列，对数字加密领域的研究具有重要意义，其数学模型如下:

x1 = － ax1 + bx2，

x2 = cx1 － x1x3 － dx2 － x4，

x3 = x1x2 － ex3 － fx1 + gx4，

x4 = h( x2x3 － x4










) ，

( 1)

当给定参数 a = 20. 5，b = 68. 8，c = 42，d = 0. 6，e = 4，f = 4. 5，g = 5，h = 0. 8时，该系统存在典型
的超混沌吸引子［9］．当改变参数 a时，得到 Lyapunov指数谱如图 1( a) 所示．

Qi GY等学者［10］最近构造了一个新型的四维超混沌系统，该系统随着参数的改变能够产生复杂的动
力学行为，是迄今为止混沌行为遍历范围最大的吸引子，更加有利于信号的加密，有很好的应用价值，数学
模型如下:

z1 = l( z2 － z1 ) + z2 z3，

z2 = m( z1 + z2 ) － z1 z3，

z3 = － nz3 － qz4 + z1 z2，

z4 = － pz4 + βz3 + z1 z2










，

( 2)

其中 l，m，n，p，q，β是系统参数．当 l = 50，n = 13，p = 8，q = 33，β = 30时，改变参数 m，得到的 Lyapunov
指数谱如图 1( b) 所示，有两个正的指数，该系统特性呈现超混沌，吸引子参见文献［10］．

2 同结构的超混沌 Tang系统错位投影同步
设超混沌系统( 1) 为驱动系统，实现两个初始值不同的新型超混沌 Tang 系统的错位投影同步，那么

受控的响应系统为:
y1 = － ay1 + by2 + u1，

y2 = cy1 － y1y3 － dy2 － y4 + u2，

y3 = y1y2 － ey3 － fy1 + gy4 + u3，

y4 = h( y2y3 － y4 ) + u4










，

( 3)
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如果设计的控制器 u1，u2，u3，u4，使得驱动系统( 1) 与响应系统( 3) 的所有状态向量不构成对应关系
同步，而是系统状态向量的相互错位关系投影同步，即满足lim

t→∞
| yj － αxi | = 0，( i，j = 1，2，3，4，i≠ j) ，那

就是新型的状态向量错位投影同步． 对于四维系统存在( 4! － 1) = 23种错位同步方案的组合．同理，可以
实现驱动系统( 2) 与响应系统( 3) 的异结构错位投影同步，即满足lim

t→∞
| yj － αzi | = 0，( i，j = 1，2，3，4，i≠

j) ．
这里定义其中一种错位投影同步方案，令误差为: e1 = y2 － αx1，e2 = y3 － αx2，e3 = y4 － αx3，e4 =

y1 － αx4，比例因子 α为常数，那么得到同步误差系统方程为:
e1 = cy1 － y1y3 － dy2 － y4 － α( － ax1 + bx2 ) + u2，

e2 = － ey3 － fy1 + gy4 + y1y2 － α( cx1 － x1x3 － dx2 － x4 ) + u3，

e3 = h( y2y3 － y4 ) － α( x1x2 － ex3 － fx1 + gx4 ) + u4，

e4 = － ay1 + by2 － α( h( x2x3 － x4 ) + u1










．

( 4)

定理 1 如果选择如下的非线性反馈控制函数
u1 = － by2 + α( hx2x3 + ( a － h) x4 ) ，

u2 = － cy1 + y1y3 + y4 + α( bx2 + ( d － a) x1 ) ，

u3 = － gy4 － y1y2 + α( cx1 － x1x3 + ( e － d) x2 + ( f － 1) x4 ) ，

u4 = － hy2y3 + gy1 + α( ( h － e) x3 － fx1 + x1x2 )










．

( 5)

那么能够实现初始值不同的驱动系统( 1) 和响应系统( 3) 的同结构错位投影同步．
证明 将式( 5) 代入式( 4) ，得到如下误差系统方程:

e1 = － de1，

e2 = － ee2 － fe4，

e3 = － he3 － ge4，

e4 = － ae4










．

( 6)

现在系统( 1) 和系统( 3) 的错位投影同步问题转化为误差系统( 6) 的稳定性问题．构造 Lyapunov 函

数 V = 1
2 e

Te，对 V关于时间 t求导，可得:

V = eTe = e1 e1 + e2 e2 + e3 e3 + e4 e4 = － de21 － ee22 － fe2e4 － he23 － ge3e4 － ae24 =

［e1 e2 e3 e4］

－ d 0 0 0
0 － e 0 － f /2
0 0 － h － g /2
0 － f /2 － g /2











－ a

e1
e2
e3
e













4

= － eTQe， ( 7)

由于在系统( 1) 式中已经规定系统参数的值，且都为正常数，那么计算出矩阵 Q的各阶顺序子矩阵都是大
于零的常数，则矩阵 Q为正定矩阵．可见 V为负定，则误差系统( 6) 是在原点渐近稳定的．可见，在非线性
反馈控制器( 5) 作用下，能够实现驱动系统( 1) 和响应系统( 3) 的所有状态向量错位投影同步．

下面数值仿真选取步长为0. 01．驱动系统( 1) 和响应系统( 3) 的初始值设为( 0，－ 1，1，－ 0. 5，1，1，－
2，2. 5) ，则误差初始值为( 1，－ 2. 6，3. 1，－ 2) ．为了使得系统处于超混沌状态，选取系统参数 a = 20. 5，
b = 68. 8，c = 42，d = 0. 6，e = 4，f = 4. 5，g = 5，h = 0. 8．比例因子 α = － 0. 6．仿真结果如图 2．可见，状
态向量 x1，y2 ; x2，y3 ; x3，y4以及 x4，y1分别按照比例因子 － 0. 6，反向快速地达到错位投影同步，误差曲线为
单调衰减，且响应速度快．

3 异结构的超混沌系统错位投影同步
在数字保密通信中，如果能够实现异结构超混沌系统的错位投影同步，将会明显扩大混沌同步的通信

方案，提高通信的保密性和安全性．
根据定义 1，以系统( 2) 作为驱动系统，系统( 3) 作为响应系统．同样，u1，u2，u3，u4 是要设计的非线性
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反馈控制器，异结构错位投影同步方案仍有 23 种．现在定义另一种状态向量的错位同步，误差信号 e1 =
y3 － αz1，e2 = y4 － αz2，e3 = y1 － αz3，e4 = y2 － αz4，其中常数α为比例因子，那么得到同步误差系统方程为:

e1 = － ey3 － fy1 + gy4 + y1y2 － α( l( z2 － z1 ) + z2 z3 ) + u3，

e2 = h( y2y3 － y4 ) － α( m( z1 + z2 ) － z1 z3 ) + u4，

e3 = － ay1 + by2 － α( z1 z2 － nz3 － qz4 ) + u1，

e4 = cy1 － y1y3 － dy2 － y4 － α( z1 z2 + βz3 － pz4 ) + u2










．

( 8)

定理 2 若选择非线性反馈控制器如下:
u1 = － by2 + α( z1 z2 + ( a － n) z3 － qz4 ) ，

u2 = － cy1 + y1y3 + α( z2 + βz3 + z1 z2 + ( d － p) z4 ) ，

u3 = － gy4 － y1y2 + α( lz2 + fz3 + z2 z3 + ( e － l) z1 ) ，

u4 = － hy2y3 + α( ( m + h) z2 + mz1 － z1 z3 )










．

( 9)

则就能实现驱动系统( 2) 和响应系统( 3) 的对应状态向量错位投影同步．
证明 将式( 9) 代入式( 10) ，误差系统方程如下:

e1 = － ee1 － fe3，

e2 = － he2，

e3 = － ae3，

e4 = － de4 － e2










．

( 10)

显然，误差系统方程的系数矩阵为:

A =

－ e 0 － f 0
0 － h 0 0
0 0 － a 0
0 － 1 0











－ d

． ( 11)

计算出误差系统矩阵的特征值为 λ1 = － e，λ2 = － h，λ3 = － a，λ4 = － d．在系统( 1) 和系统( 2) 式中，
系统参数的值为正常数，那么误差系统特征值都是负实数，可见误差系统随着时间变化单调衰减，在原点
渐进稳定．进一步表明了在控制器( 9) 作用下，实现了超混沌Qi系统( 2) 和超混沌Tang系统( 3) 的异结构
错位投影同步．

同样数值仿真时，选取仿真步长为0. 01．系统参数 l = 50，m = 25，n = 13，p = 8，q = 33，β = 30时，比例
因子 α = 1. 5．设驱动系统和响应系统的初始值分别为( 2，－ 6，5，－ 4，3，4，6，5) ，那么误差初始值为( 3，14，
－ 4. 5，10) ．从图3可知，状态向量 x1，y3 ; x2，y4 ; x3，y1以及 x4，y2分别按照比例因子1. 5的大小，快速对应同步，
且同步误差曲线单调衰减很快．可见，不同结构的两个超混沌系统，同样可以实现错位投影同步．
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4 错位投影同步在保密通信中的应用
提出的新型错位投影同步，为混沌通信提供了一种更新的加密形式，由于同步方案的增加，使得其具

有更强的抗破译能力．下面将混沌系统异结构错位投影同步的方案应用于保密通信中，且采用改进的混沌
掩盖保密通信方案［11］．

设需要传输的信息信号为 s( t) ，令 w( t) = z1 + s( t) 为发送器和接收器之间的通信信号，是信息信号
与混沌信号 z1 的混叠信号，使其分别反馈到发送端和接收端，在接收端从 y3 中可以不失真地还原出有用
信号，那么混叠了传输信号的发送端系统模型如下:

z1 = l( z2 － z1 ) + z2 z3，

z2 = m( w + z2 ) － w1 z3，

z3 = － nz3 － qz4 + w1 z2，

z4 = － pz4 + βz3 + w1 z2










．

( 12)

则接收端的系统模型为:
y1 = － ay1 + by2 + u1，

y2 = cy1 － y1w － dy2 － y4 + u2，

y3 = y1y2 － ey3 － fy1 + gy4 + u3，

y4 = h( y2w － y4 ) + u4










．

( 13)

其中，设计的非线性反馈控制器为:
u1 = － by2 + α( wz2 + ( a － n) z3 － qz4 ) ，

u2 = － cy1 + y1w + α( z2 + βz3 + wz2 + ( d － p) z4 ) ，

u3 = － gy4 － y1y2 + α( lz2 + fz3 + z2 z3 + ( e － l) z1 ) ，

u4 = － hy2w + α( ( m + h) z2 + mw － wz3 )










．

( 14)

同样，鉴于在控制器( 14) 作用下，式( 12) 与式( 13) 的同步误差系统模型与式( 10) 一致，故省略其同
步稳定性的证明．

当加密后的系统( 12) 和( 13) 实现异结构的错位投影同步，其同步误差单调，渐进趋于零，即 e1 → 0
时，有 e1 = y3 － αx1 → 0．那么，从接收端可以恢复出有用信号 s'( t) ，即 s'( t) = w( t) － y3 /α = x1 + s( t)
－ y3 /α→ s( t) ，进一步说明了发送器发送的信息信号，在混沌序列掩盖下能够不失真地被接收器接收并恢
复．数值仿真时，初始值选取同前，比例因子 α = 2．设传送的有用信号 s( t) = 25square( 5t) 为幅值很大的
方波信号．设 es( t) = s( t) － s'( t) 为恢复信号与有用信号的误差．图 4 中分别表示传送的有用信号 s( t) 、
有用信号与混沌信号的混叠信号 w( t) 、接受端恢复的有用信号 s'( t) 、以及恢复信号与传送信号的误差信
号．可知传送的有用信息信号能够快速进行混沌加密通信．这里传送的信号幅值范围很大，是因为超混沌
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系统的状态向量幅值很大，同时由于比例因子的作
用，也确保了混沌载波对信息信号的有效掩盖．鉴于
同样的驱动系统和响应系统，可以产生多种的错位
投影同步方案，这些为混沌通信的破译增加了难度，
进一步表明了该通信方案具有很好的安全性和抗破
译能力．

5 结论
本文提出了新型的混沌系统错位投影同步方

案，且基于 Lyapunov 稳定性理论，分别设计了合适
的非线性反馈控制器，实现了两个同结构 Tang 系统
的错位投影同步，以及 Tang 系统和 Qi 系统的异结
构错位投影同步． 使用了两种不同错位投影同步方
案．通过改变比例因子，获得了任意比例的输出向量，数值仿真表明其有效性．且将该同步方法应用到保密
通信中，可方便地不失真地恢复出有用信号．总之，提出的新型混沌系统同步方案，不仅适用于整数阶混沌
系统的同步，还可以推广到分数阶混沌系统的同结构或者异结构的投影同步，混沌系统的向量维数越高，
错位投影同步种类越多，混沌加密后信息越难解密，从而为混沌保密通信开辟了新的路径，提供了新思路．
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