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［摘要］ 针对一个新型四维整数阶混沌系统，设计合适的线性反馈控制器，实现分数阶超混沌系统的所有状态向量与不同信

号的追踪同步，并以追踪三角波信号、任意不动点以及整数阶超混沌 Qi系统等为例，将分数阶混沌信号控制到期望的周期轨道

或平衡点，以及实现分数阶混沌系统与整数阶混沌系统的异结构追踪同步，这为混沌系统在保密通信等方面的应用提供了技术

基础．另外，基于 Multisim10 电路软件，设计分数阶超混沌系统的电路图以及反馈控制器的电路模块，进行电路模拟，从而证实

了理论分析和数值仿真的有效性．
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Abstract: In this paper，a new fractional-order four dimensional system is firstly investigated numerically by using fre-
quency domain technique． Based on the stability theory of the fractional-order system，a linear feedback controller is de-
signed to make full states of the fractional order system to track control all kinds of signals，including chaotic signals and
non-chaotic signals． Here sinusoidal waves，arbitrarily fixed point and Qi chaotic system are chosen as examples． The
technique provides a foundation for the application of chaotic system in secure communications． In addition，the elec-
tronic circuits are designed to realize the tracking control for this novel fractional system using Multisim10． The results
are presented to demonstrate the effectiveness of the proposed method．
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分数阶微积分把传统整数阶微积分的阶次推广到分数甚至复数领域，因而极大地拓展了传统微积分

的概念．分数阶模型比整数阶模型更能反映动力系统的性能，从而促进了分数阶系统的研究以及分数阶微
积分理论的发展．近年来，分数阶混沌系统的研究已经引起了学者们广泛的兴趣，并用分数阶方程描述动
力系统，从而出现了一些分数阶混沌，从三维的分数阶 Lorenz 系统、分数阶 Rssler 系统、分数阶 Liu 混沌
系统，到四维的分数阶 Lü超混沌系统等，它们的混沌动力学行为，以及分数阶混沌系统的同步和控制等都
有了一些研究

［1-9］．但是，对于高维分数阶混沌系统的追踪控制同步以及电路实验的研究还不多，尤其是分
数阶混沌系统与任意信号或整数阶混沌系统的异结构追踪同步研究鲜见．将分数阶混沌应用于保密通讯、
信号处理等领域，由于系统模型自身的复杂性，会比整数阶混沌系统具有更强的保密性和抗破译能力，因

而分数阶混沌系统会有广泛的应用前景．
本文以具有复杂混沌行为的新型 Tang混沌吸引子为研究对象，设计新型的线性反馈控制器，基于分

数阶动力系统的稳定性理论，得到控制参数的选择范围，实现分数阶混沌系统的每个状态向量与任意不同

信号的追踪同步控制，以及分数阶混沌系统与整数阶混沌系统的异结构追踪同步．最后，构造电路图，实现
分数阶混沌系统的电路模拟与仿真．
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1 新型分数阶系统模型与问题描述
对于提出的四维整数阶超混沌系统，仅具有 3 个平衡点，与以往的混沌吸引子都不拓扑等价，所以是

新型的系统
［10］．本文主要研究该混沌系统的分数阶动力学行为，数学模型如下:

dqx
dtq

= － ax + by，

dqy
dtq

= cx － xz － dy － u，

dq z
dtq

= xy － ez － fx + gu，

dqu
dtq

= h( yz － u)















 ．

( 1)

当参数 a = 20. 5，b = 68. 8，c = 42，d = 0. 6，e = 4，f = 4. 5，g = 5，h = 0. 8，分数阶算子 q = 1时，出
现整数阶混沌吸引子．当 q≠ 1 时，系统如( 4) 式为分数阶混沌系统．
采取同样的系统参数，逼近误差为 2 dB．图 1 中表示了分数阶混沌吸引子的相图．

本文目的是设计合适的线性反馈控制器，使得新型分数阶混沌系统如( 4) 式的状态向量，能够与任意
混沌信号或非混沌信号追踪同步，假设希望同时追踪的同步信号为( x* ，y* ，z* ，u* ) ，其中每个信号可以

是不同的信号，包括不动点、周期信号、混沌信号等有界信号． 对于新型分数阶混沌系统( 1) ，按照如下的
反馈控制方式，受控系统的模型如下:

dqx
dtq

= － ax + by + ( k1 + a) ( x － x* ) + 1，

dqy
dtq

= cx － xz － dy － u + ( k2 + d) ( y － y* ) + x* ( z － z* ) + z* ( x － x* ) + 2，

dq z
dtq

= xy － ez － fx + gu + ( k3 + e) ( z － z* ) － y* ( x － x* ) － x* ( y － y* ) + 3，

dqu
dtq

= h( yz － u) + ( k4 + h) ( u － u* ) － hz* ( y － y* ) － hy* ( z － z* ) + 4


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
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
 ，

( 2)

式中，

1 = ax* － by* ，

2 = － cx* + x* z* + dy* + u* ，

3 = － x* y* + ez* + fx* － gu* ，

4 = － hy* z* － hu*










，

( 3)
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且 ki ( i = 1，2，3，4) 为线性反馈控制增益．
下面分析当系统如( 2) 式稳定输出时，控制参数 ki ( i = 1，2，3，4) 的满足范围．
根据分数阶受控混沌系统如( 2) 式和( 3) 式，得到系统如( 2) 式在稳定输出状态时，雅可比矩阵为:

J =

k1 b 0 0
c k2 0 － 1
f 0 k3 g
0 0 0 k













4

， ( 4)

那么其特征方程为:

( λ － k3 ) ( λ － k4) ［λ
2 － ( k1 + k2 ) λ + k1k2 － bc］ = 0， ( 5)

系统的特征值分别为:

λ1，2 =
( k1 + k2 ) ± ( k1 － k2 )

2 + 4槡 bc
2 ， λ3 = k3，λ4 = k4 ． ( 6)

因为系统参数 b ＞ 0 和 c ＞ 0，只要控制参数满足以下不等式:

k1 + k2 + ( k1 － k2 )
2 + 4槡 bc ＜ 0， k3 ＜ 0，k4 ＜ 0， ( 7)

则 λ ＜ 0，且 | arg( λ i ) | = π，i = 1，2，3，4．
考虑分数阶微分动力系统为

［9］:

dqX( t)
dtq

= AX( t) ， x( 0) = x0， ( 8)

当其系统矩阵 A特征值幅角大于 qπ /2，即 | arg( spec( A) ) | ＞ qπ /2，是渐近稳定的．
根据分数阶动力系统如( 8) 式的稳定条件，只要选择合适的控制参数满足不等式( 7) ，就可使得雅可

比矩阵( 3) 的特征值满足 | arg( λ i ) | ＞ qπ /2，i = 1，2，3，4，从而使得分数阶混沌系统如( 2) 式稳定，且可
以追踪任意的输出信号 x* ，y* ，z* ，w* ，包括追踪不动点、周期信号、混沌信号等．

2 数值仿真及电路实验
下面采用几种典型的信号，即正弦信号、余弦信号、不同的不动点、超混沌 Qi系统等，作为任意参考信

号，实现分数阶混沌信号与这些非混沌信号以及混沌信号的追踪同步控制． 同时，构造电路图实现追踪同
步的电路模拟．
2. 1 新型分数阶混沌系统同时追踪正弦信号、余弦信号以及不动点
这里对新型分数阶混沌系统实现控制，将其向量控制到周期轨道或任意期望的平衡点．
选取参考输出为 x* = 5，y* = － 10，z* = sin( 2πt) ，u* = 2cos( πt) ．其中，正弦信号及余弦信号的周

期和幅值都不一样．分数阶微分算子 q = 0. 3，2 dB误差逼近，进行数值仿真．选取反馈控制增益( k1，k2，k3，
k4 ) = ( － 10，－ 10，－ 10，－ 10) ．定义误差曲线 e1 = x － x* ，e2 = y － y* ，e3 = z － z* ，e4 = u － u* ．数值
仿真结果如图 2 所示．可见，追踪控制速度很快，误差小．
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书书书

接着，利用电路软件，设计新型分数阶混沌系统追踪同步控制的电路图，电路图原理参照( 2) 式和
( 3) 式．运放选取 LF353型号，乘法器为AD633型号．利用多个RC模块串联的单元等效电路［6，7］．如图3所
示，其中所有反馈控制器的增益均可由电阻值来设定，即电阻 R65、R88、R96、R101 的大小，分别对应于控
制增益 ki ( i = 1，2，3，4) ，通过改变这些电阻值，可以调节控制器的大小，计算公式如下:

ki = － 105

100k
10k
R = － 104

R ， ( 9)

R可代表电阻 R65、R88、R96、R101．设 R65 = R88 = R96 = R101 = 1 kΩ，ki ( i = 1，2，3，4) = － 10． 其
中，取追踪输出信号为: x*

恒为 5v的电信号，y*
恒为 － 10v的电信号．为了更好地从示波器中观察追踪效

果，将追踪的正弦信号和余弦信号的频率分别扩大10倍，即，z* 为峰值1v、频率10 Hz的正弦波信号，u*
为

峰值2v、频率5 Hz的余弦波信号．经过仿真，得到了如图4所示的追踪结果，可以看到在不同时刻的追踪情
况以及误差大小，响应速度快．由于响应曲线误差很小，所以初始的不稳定过程，几乎看不出，只能从示波
器中观察到稳态情况．将图 4 与图 2 进行比较，电路实验结果图与数值仿真图形，在稳态阶段基本是一致
的，说明了该电路设计的有效性．
2. 2 新型分数阶混沌系统与整数阶超混沌 Qi系统的异结构追踪同步
这里将整数阶超混沌 Qi系统［11］的全部状态向量作为参考信号，从而实现分数阶混沌系统与整数阶

Qi混沌系统的异结构追踪同步．
超混沌 Qi系统数学模型为:

w1 = a( w2 － w1 ) + w2w3，

w2 = b( w1 + w2 ) － w1w3，

w3 = － cw3 － ew4 + w1w2，

w4 = － dw4 + fw3 + w1w2










，

( 10)

当参数 a = 50，b = 25，c = 13，d = 8，e = 33，f = 30 时，该系统呈现超混沌状态．
选取［x* ，y* ，z* ，u*］ = ［w1，w2，w3，w4］为参考输出信号．由于该超混沌系统信号比较强，为了使得

控制效果更好，选取控制增益大一些，为( k1，k2，k3，k4 ) = ( － 100，－ 100，－ 20，－ 20) ．首先，进行数值仿
真．其次，构造受控的新型分数阶混沌系统如( 5) 式和整数阶超混沌 Qi系统的追踪控制电路图．由于篇幅
的限制，这里省略数值仿真图与电路图．电路图仿真得到的向量追踪效果如图 5 所示．可见，通过选取合适
的控制增益，新型分数阶混沌系统如( 4) 式的所有状态向量也都能够快速地追踪到期望的混沌状态，系统
响应快，稳定性能好．
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3 结论
本文设计合适的反馈控制器，成功实现了分数阶混沌系统的所有状态向量与不同任意信号的追踪控

制．当追踪信号为任意期望的不动点、正弦信号或者余弦信号时，可以将分数阶混沌系统控制到期望的周
期轨道或平衡态;当追踪信号为不同的混沌信号时，可以实现分数阶混沌系统与整数阶混沌系统的异结构

同步，同步效果好，误差曲线衰减快．此外，构造了追踪反馈控制同步的电路图，通过调节电阻值的大小，改
变控制效果，电路实验结果与数值仿真结果一致．可见，如果将该方法应用到图像隐藏以及保密通信方面，
将会具有很强的抗破译能力，有一定的潜在价值．
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