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［摘要］ 详细地分析了四阶非线性蔡氏电路系统的动力学性质，给出系统的 Lyapunov 指数图、分岔图和功率谱等，确定了相

应的混沌运动和周期运动区域，从而为电路模拟提供了依据．此外，基于 Multisim电路仿真软件，设计出四阶蔡氏系统的电路模

型，获得了单涡卷和双涡卷的混沌吸引子，验证了数值仿真的有效性．
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Abstract: In this paper，the dynamics analysis of four-order Chua’s circuit was investigated through the Lyapunov expo-
nent，bifurcation and power spectrum，which developed the corresponding domain for chaotic motion and periodic mo-
tion． Furthermore，the four-order Chua’s circuit was designed through the Multisim circuit simulation software，and then
the single or two-scroll chaotic attractors were given． The results are presented to demonstrate the effectiveness of the
proposed method．
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近年来，许多学者通过非线性电路对混沌行为进行了广泛的研究［1-4］． 其中，最典型的是蔡氏电路系
统，它是能产生混沌行为的最简单的三阶自治电路．王晓辉等［5］研究了三阶非线性常微分系统的数值仿
真分析．高娟等［6］研究了单管放大电路的电路仿真分析．本文将以一种四阶蔡氏电路系统为研究对象，通
过 Lyapunov指数图、分岔图和功率谱等，详细地分析其动力学特性．此外，设计电路原理图，利用 Multisim
电路软件，实现四阶蔡氏系统的电路模拟，从而为以后研究其他模型提供系统的研究方案．

1 四阶蔡氏电路系统描述

图 1 四阶蔡氏电路

Fig.1 The four-order Chua’s circuit

0

R0C3C2C1N

213
VC3VC2VC1

R L四阶蔡氏电路［7］ 是在典型蔡氏电路的基础上建立的，它是

在蔡氏电路的 L臂上加入R0、C3并联电路，使电路方程由三维提

高到四维．四阶蔡氏电路由 4个储能元件和一个分段线性电阻组
成，如图 1所示．四阶蔡氏电路分为线性和非线性两大部分，其中
线性部分包括电阻 R、R0、电感 L和电容 C1、C2 和 C3，非线性部分

是一个分段线性电阻 N．
根据 Kirchhoff定律，四阶蔡氏电路的状态方程为:
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式中，f( VC1 ) 为流过分段线性电阻 N的电流 IN，伏安关系为:
IN = f( VC1 ) = G1VC1 + 0. 5( G0 － G1 ) ( | VC1 + 10E | －| VC1 － 10E | ) ． ( 2)

上面( 1) 式为有量纲状态方程，每一物理量都有单位，为了研究的方便，将其转换成无量纲状态方程．

令 t = τ /RC2，x = VC1 /E，y = VC2 /E，z = RiL /E，w = VC3 /E，系统参数 a =
C2

C1
，b =

R2C2

L ，γ2 =
C2

C3
，γ1 = R

R0
，

那么( 2) 式变换为以下形式:
dx
dτ

= a［y － h( x) ］，

dy
dτ

= x － y + z，

dz
dτ

= － b( y － w) ，
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其中，

h( x) = m1x + 0. 5( m0 － m1) ［| x + 10 | － | x － 10 |］， ( 4)
上式中，m0 = RG0，m1 = RG1 ．

2 四阶蔡氏系统仿真分析
根据( 4) 式的四阶蔡氏电路无量纲状态方程，利用 Matlab 软件，进行数值仿真． 设初始值为［0. 01，

0. 02，0. 03，0. 04］，步长取为0. 005，选取m0 = － 1. 246，m1 = － 0. 6724，b = 15，γ1 = 27. 333，γ2 = 0. 049 7，
获得随着参数变化的 Lyapunov指数谱和分叉图，如图 2和图 3所示．在图 2中，当参数 a∈［6，7. 5］时，四
阶蔡氏系统处于不动点; 当参数 a∈ ( 7. 5，8. 5］时，系统处于周期运动; 当参数 a∈ ( 8. 5，8. 9］时，系统为
单涡卷混沌运动; 当参数 a∈ ( 8. 9，10］时，系统为双涡卷混沌运动．在图 3中，当 Lyapunov指数谱都为负
时，四阶蔡氏系统为周期运动或者不动点; 当 Lyapunov指数谱有一个为正时，系统为混沌运动; 当有两个
正的 Lyapunov指数谱时，系统为超混沌运动．可见，通过 Lyapunov指数谱和分岔图的对应关系，可以直观
地反映出系统的运动特性．
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图 3 Lyapunov 指数谱
Fig.3 Lyapunov exponential spectrum

图 2 四阶蔡氏电路分岔图

Fig.2 The bifurcation diagram
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根据图 2 和 3，可知当选取参数 a = 8. 7时，四阶蔡氏电路处于单涡卷混沌运动．当参数 a = 10时，四
阶蔡氏电路为双涡卷超混沌运动．进行数值仿真，对应的相位图和功率谱图如图 4 所示．显然，超混沌运动
的功率谱图具有更宽的频带，随机性更强，对于信息保密更有利，进一步验证了分岔图和 Lyapunov指数谱
分析四阶蔡氏系统运动行为的有效性．
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图 4 四阶蔡氏电路吸引子和功率谱

Fig.4 The chaotic attractors and power spectrum of four-order Chua’s circuit
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（a） 单涡卷吸引子 （b） 功率谱

（c） 双涡卷吸引子 （d） 功率谱
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3 四阶蔡氏电路的电路实现
基于 Multisim电路软件，设计新型的四阶蔡氏系统的电路图，如图 5 所示．各个元器件的参数如图所

示，图中所有运放均采用 TL082．运放 N1 和外围电阻 R3、R12 组成反相放大器．运放 N2 和外围电阻 R4 组成

电压电流转换器，运放 N3 作为缓冲器．反相放大器、电压电流转换器、缓冲器共同组成的部分，等效于产生
四阶 Chua系统的非线性部分．

图 5 四阶蔡氏系统的电路模拟图

Fig.5 The four-order Chua’s circuit
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根据前面无量刚方程的推导，有 a = C2 /C1，这里固定电容 C2的值，改变电容 C1的值，从而改变参数 a
大小．当选取参数 a = 8. 7时，求得 C1 = 11. 5 nF，通过电路模拟，得到如图6( a) 所示的四阶蔡氏电路的单
涡卷吸引子．当参数 a = 10时，同理求得 C1 = 10 nF，四阶蔡氏电路的双涡卷混沌双涡卷吸引子如图 6( b)
所示．可见，电路模拟得到的图 6 所示的混沌运动，与基于 matlab 软件数值仿真获得的图 4 所示结果相
吻合．

图 6 电路摸拟仿真图

Fig.6 The simulation results of the Chua’s circuit

（a） 四阶蔡氏电路单吸引子 （b） 四阶蔡氏电路双涡卷
通道 A：1 V/Div；通道 B：500 mV/Div 通道 A：500 mV/Div；通道 B：200 mV/Div

4 结论
本文研究了四阶蔡氏电路系统的分岔图、Lyapunov指数谱、功率谱等，直观地展示出非线性系统的动

力学特性．并且，通过 Multisim电路仿真软件，设计出合理的四阶蔡氏电路模拟图，通过示波器更为直接的
观察到四阶蔡氏电路随元器件变化的特性，证实了电路模拟分析与数值仿真的一致性．这里的研究方案为
进一步研究四阶蔡氏电路同步控制与保密通信打下了坚实的基础．
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