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弹性胶辊与刚性辊轮滚动接触区域的数值分析
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［摘要］ 研究纸张输送系统中弹性胶辊与刚性辊轮接触区域的应力应变分布 . 建立弹性胶辊与刚性辊轮接触

的数学模型，应用配点法对问题进行求解，得到正压力和弹性层厚度对接触区域应力应变分布的影响 . 正压力

与接触区域的应力成正比，弹性层厚度与接触区域的应力成反比 . 为纸张输送胶辊的设计提供参考 .
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Numerical Analysis of Rolling Contact Zone Between
Rubber Roller and Rigid Roller
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Abstract：To study the stress and deformation distribution of the contact zone between the rubber roller and rigid roller，
a mathematical model of rolling contact between the rubber roller and rigid roller is built. The model is derived from the
paper feed unit. The collocation method is applied to obtain the solution of the dual series equations obtaining based on
elasticity theory. Effects of normal load and rubber thickness are observed through the numerical examples. The observa⁃
tions show that the stress of the contact zone is directly proportional to normal load，and inversely proportional to rubber
thickness. It is available for improving the efficiency of rubber roller.
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纸张输送系统的主要作用是实现存放纸张的单张分离，并自动有序地传送至印刷、复印等工位 . 为保

证印刷、复印图像的准确，在纸张进入转印前，需要对纸张位置进行校准 . 纸张输送系统包括多组对位辊

组成的定位单元，定位辊轮对可以简化成具有弹性层覆盖的胶辊与刚性滚轮的滚动接触 . 本文将在准静

态、无摩擦的条件下，应用级数形式的应力函数对纸张输送系统中胶辊与刚性辊轮的接触问题进行分析，

得到胶辊与刚性辊轮接触时接触区域的应力分布，以及正压力与接触区域面积和渗透量之间的关系 .胶
辊是印刷、复印设备中的主要耗材，磨损严重就会发生卡纸或印刷、复印质量下降等问题，通过对胶辊与

刚性辊轮接触区域的分析，可以优化设计，为制定胶辊标准提供依据，延长胶辊的使用寿命 .
1 胶辊与刚性滚轮的接触模型

在解决圆柱体滚动接触问题中，通常使用笛卡尔坐标系下的半空间方程，为方便分析和后续计算，本

文建立的模型将在圆柱坐标系下进行推导计算 . 建立胶辊与刚性辊轮的接触模型，接触模型的计算推导

基于图 1所示的胶辊变形分析图，其中，Ri 为胶辊的刚性内核半径，Ro 为胶辊半径，θ0 为接触区域边界点

θ 的绝对值 .
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模型满足以下3个条件：

（1）Ri < Ro ；

（2）Ro < R ；

（3）Roθ0 与其他量相比非常小 .
在接触区域为二维线弹性无摩擦情况下，建立级数形式的

应力函数，由应力函数和边界条件推导得出应力分量和位移分

量 . 应用无网格数值分析方法求解，得到接触区域的应力分布，

进而得到应变、正压力以及渗透量等参数值 .
2 胶辊与刚性辊轮接触区域的力学特性

2.1 基本方程

在圆柱坐标系下，应力分量与应力分布函数的关系可表

示为：
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在圆柱坐标系下，各向同性弹性材料位移和应力的关系可表示为：
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式中，E 为杨氏模量；μ 为泊松比；系数 κ 和 β 与泊松比相关，在平面应变问题中，κ = 1，β = μ .假设弹性

胶辊在其轴向方向没有变形，研究的问题为平面应变问题 .
设边界条件为：当 r = Ri 时，v = u = 0 .当 r = Ro 时，

τrθ = 0, ì
í
î

σr = 0, ||θ > θ0；

u = g(θ), ||θ < θ0. （3）
当胶辊与刚性辊轮接触，接触区域的半径位移可由 θ0 的二阶近似表示为：

g(θ) = u0 + 12 (Ro + R)θ2, （4）
式中，u0 为中心线上接触点的初始位移 .
2.2 问题分析

胶辊与刚性辊轮的接触区域是对称的，故所求位移是单值的，由逆解法建立应力函数［1］：

Φ = a0 ln r + 12 b0r
2 +(b1r

3 + c1r-1 + d'
1r ln r)cos θ +

∑
n = 2

∞ (anr
n + bnr

n + 2 + cnr-n + dnr
-n + 2)cos nθ + 12 d1rθ sin θ.

（5）

由图1胶辊接触变形图可以得出边界条件为：
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v = u = 0, r = Ri ;
τrθ = 0, ì

í
î

σr = 0, ||θ > θ0

u = g(θ), ||θ < θ0
，r = Ro. （6）

当胶辊与半径为 R 的刚性辊轮接触时，接触区域的半径位移可由 θ的二阶函数近似表示为：

g(θ) = u0 + 12 (Ro + Ro
2

R
)θ2. （7）

图1 胶辊接触变形图

Fig.1 Diagram of roller contact deformation
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边界条件中的径向应力和切向应力用傅里叶级数形式表达为双级数方程，将其转化为普通级数方程

可得：

∑
m = 0

∞
hmFm(θ) = -ḡ′(θ), |θ| < θ0. （8）

式中，

F0(θ) = 1π∑n = 1

∞ αn

n
[cos n(θ0 - θ) - cos n(θ0 + θ)]，

Fm(θ) = (-1)m + 1

π ∑
n = 1

∞ nαn

M 2 - n2 [cos n(θ0 - θ) - cos n(θ0 + θ)]，
M = mπ

θ0
.

（9）

式（9）中，F0(θ) 和 Fm(θ) 的收敛速度十分缓慢 . 为克服此问题，对式（9）进行计算方法的优化，加速其

收敛速度，序列 αn 收敛于非零常数 α ，利用 αn 的收敛性将式（9）优化［2］.
通过以上分析可知，只要对得到的边界条件（式（8））求解 hm ，即可得到模型问题的应力函数和接触

区域的应力分布以及这些量与压力、渗透量之间的关系 .
3 求解

分别应用施密特正交化方法和自适应无网格配点法对问题进行求解，并将结果同Anasys仿真结果进

行比较，从而得出自适应无网格方法的优势 .
数值计算过程是基于 θ0 已知的条件下，而在实际模型中已知量是无量纲的渗入量 ū0 和无量纲的正

压力 P̄ ，应用Hertz理论通过逆解法求得 θ0 值
［3］，即：

θ0 ≈ a
Ro

= P̄RoπE . （10）
使用施密特正交化方法求解需要大量的数值积分和复杂的数值运算，而使用自适应无网格配点法将

大大减少数值积分和数值运算 . 将 θ0 平分成个 M 区间，即

θ = θi = iθ0
M

. （11）
将得到的 θi 代入式（8），得到 M 个线性方程，即

可求出 M 个 hm 值 . M 越大，计算区间划分得越密 .
应用基于应变能梯度的自适应方法来选取合适的 M

值，可使数值计算结果达到满意的精度 .
图 2所示为无网格配点法与施密特正交化方法

以及ANSYS软件计算在 θ0 =0.05，R̄i = 7/11，m=40，n=
900，μ=0.5条件下接触区域的应力分布计算结果 . 无
网格配点法相对于施密特正交化方法具有简单、精

度高的优点 .
4 接触区域力学特性影响因素

4.1 辊轮弹性层厚度对接触区域应力分布的影响

辊轮弹性层的厚度对胶辊与刚性辊轮接触区域的

应力分布影响很大 . 本文通过改变辊轮弹性层的厚度

R̄i ，来研究胶辊与刚性辊轮接触区域的应力分布的变

化 .
图3所示为在 θ0 =0.05，m=40，n=900，μ=0.5条件下

弹性胶辊弹性层的厚度分别为 R̄i = 7/11、R̄i = 8/11、

图2 无网格配点法与施密特方法以及Anasy软件的计算结果

Fig.2 Results of Meshless and Schmidt method and Anasy

图3 不同辊轮弹性胶辊层厚度下接触区域的应力分布

Fig.3 Contact stress for roller with different thickness
of covering layer
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R̄i = 9/11时接触区域的应力分布 . R̄i = 7/11、R̄i = 8/11、R̄i = 9/11为复印机中最常用的典型弹性胶辊，其直径

为22 mm，覆盖弹性层厚度为2 mm~4 mm. 由图3可知，在相同正压力 P 的条件下，随着弹性胶辊弹性层厚度

的增加，接触区域的应力减小 .
4.2 辊轮正压力对接触区域应力分布的影响

辊轮的正压力对胶辊与刚性辊轮接触区域的应力分

布会产生影响 . 由式（10）可知正压力 P 与接触区域边界

点 θ0 的关系 . 为计算方便及结果直观，直接计算在不同

接触区域边界点 θ0 时接触区域的应力分布 . 图 4所示为

在 R̄i = 7/11，m=40，n=900，μ=0.5条件下不同接触区域边

界点 θ0 时接触区域的应力分布 . 由图 4可知，在弹性胶

辊弹性层厚度 R̄i 一定的条件下，随着正压力 P 的增加，

接触区域边界点 θ 的绝对值 θ0 增加，即接触区域变大，

接触区域的应力相对增加 .
4.3 辊轮弹性层厚度和正压力对胶辊变形的影响

为计算方便以及结果直观，直接计算不同接触区域边界点 θ0 代替计算不同正压力 P 对胶辊变形的

影响 . 图 5所示为在m=40，n=900，μ=0.5条件下不同弹性胶辊弹性层厚度 R̄i 以及不同接触区域边界点 θ0
情况下接触原点渗入量 u0 的变化，其中弹性胶辊弹性层的厚度分别为 R̄i = 7/11、R̄i = 8/11、R̄i = 9/11，接

触区域边界点 θ0 取值为0~0.1［4］.
由图5可知，胶辊的变形量取决于 u0 和 θ0 的值 . 通过几何推导可得 u0 与 θ0 的关系为：

u0 = 12 θ0
2 . （12）

从图 5可知，随着弹性胶辊弹性层厚度 R̄i 的增加，接触原点的渗入量 u0 相对增大 . 另一方面，随着接

触区域边界点值 θ0 的增大，接触原点的渗入量 u0 也相对增大，同时随着弹性胶辊弹性层厚度的增加，接

触原点的渗入量 u0 越偏离模型的几何值 . 这是由于弹性胶辊弹性层在边界处的凸起变形引起的［5，6］，图 6
中胶辊变形的实线轮廓即为胶辊弹性层凸起的真实情况 .

图5 不同边界值 θ0 和弹性层厚度 R̄i 下接触原点的渗入量 u0

Fig.5 Indentation under different θ0 and R̄i

图6 胶辊弹性层变形示意图

Fig.6 Deformation of rubber covering layer

5 结语

纸张在胶辊夹持下的力学特性是纸张进给的关键因素 . 通过对辊轮对接触区域力学特性的研究，得

知：弹性辊轮对接触区域的应力与弹性胶辊弹性层厚度成反比；弹性辊轮对接触区域的应力与正压力成

正比 . 辊轮弹性层厚度和正压力对胶辊变形产生影响，在复印机纸张进给设计中应考虑胶辊弹性层厚度

和正压力对纸张进给的影响 .
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