
第 １６ 卷第 ４ 期

２０１６ 年 １２ 月

南京师范大学学报(工程技术版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ ＡＮＤ ＴＥＣＨＮＯＬＯＧＹ ＥＤＩＴＩＯＮ)

Ｖｏｌ􀆰 １６ Ｎｏ􀆰 ４
Ｄｅｃꎬ２０１６

　 收稿日期:２０１５－１１－１６.
　 基金项目:国家自然科学基金(１１３０２００２) .
　 通讯联系人:张道祥ꎬ博士研究生ꎬ副教授ꎬ研究方向:应用数学ꎬ计算数学. Ｅ￣ｍａｉｌ:１１２３６７６６４２＠ ｑｑ.ｃｏｍ

ｄｏｉ:１０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７２－１２９２.２０１６.０４.０１１

非连续免疫对非线性计算机病毒模型的影响

李　 迅１ꎬ王星星２ꎬ张道祥３

(１.南京卫生学校ꎬ江苏 南京 ２１００３８)
(２.合肥师范学院生命科学学院ꎬ安徽 合肥 ２３０００９)

(３.安徽师范大学数学计算机科学学院ꎬ安徽 芜湖 ２４１００２)

[摘要] 　 研究了一类具有非连续免疫策略的非线性传染 ＳＩＲ 计算机病毒模型. 运用右端不连续函数性质及微

分包含相关知识ꎬ给出了该模型的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解的定义ꎬ证明了该非连续模型的平衡点存在唯一性. 通过计算得到

模型的基本再生数 Ｒ０ꎬ通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数及运用 Ｌａｓａｌｌｅ 不变集原理ꎬ证明了当 Ｒ０ >１ 时ꎬ满足初始

条件的每一个解都在有限时间内收敛于有病平衡点ꎻ当 Ｒ０<１ 时ꎬ相同的方法可证明模型的解都在有限时间内收

敛于无病平衡点. 运用 Ｍａｔｌａｂ 软件进行了数值模拟ꎬ验证了理论结果的正确性.
[关键词] 　 非连续免疫ꎬ计算机病毒ꎬ有限时间全局稳定
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随着软硬件技术的不断进步和计算机网络的广泛普及ꎬ计算机病毒也不断进步ꎬ其结构越来越复杂ꎬ
感染能力和破坏力也越来越强大. 计算机病毒带来了巨大的经济损失和社会恐慌[１] . 反计算机病毒主要

有 ２ 种方法:微观方法和宏观方法[２] . 微观方法是发展强大的专门的反病毒程序ꎬ分析新病毒的结构与行

为. 但由于新病毒的不可预测性ꎬ现有的杀毒软件不能预测新病毒的发展变化趋势ꎬ不能预测病毒的传

播. 为弥补这一不足ꎬ有学者提出了宏观方法来对抗计算机病毒. 宏观方法的灵感主要来自生物传染病模

型[３－４] . Ｋｅｐｈａｒ 等人[５]首次提出宏观模型ꎬ主要是建立计算机病毒的传播仓室模型ꎬ研究各仓室内病毒的

数量随着时间的变化规律. 刘万平等在以上模型的基础上提出了具有非线性传染概率的计算机病毒舱室

模型ꎬ通过运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数[６]证明了有病平衡点和无病平衡点存在的唯一性以及全局收敛性.
但这些模型的研究仍存在不足. 在病毒传播的早期ꎬ往往由于未意识到严重性ꎬ计算机病毒并未得到

及时充分的免疫治疗. 一段时间后ꎬ当意识到严重性时ꎬ会突然加大治疗力度ꎬ形成很大的治疗跳跃. 因

—１６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 １６ 卷第 ４ 期(２０１６ 年)

此ꎬ整个治疗过程呈现出非连续ꎬ类似的非连续模型广泛存在于力学、神经网络和生物学领域[７－８] . 由此可

见ꎬ将非连续免疫的策略运用到计算机病毒研究的模型中非常必要.

１　 模型的建立

在某一时刻 ｔꎬ网络中的节点可能处于以下 ３ 种状态之一:
(１) ｔ时刻尚未被感染但易感染的节点ꎬ被称为易感染状态ꎬ记为 Ｓ( ｔ)ꎻ
(２) ｔ时刻已感染病毒的节点ꎬ被称为感染状态ꎬ记为 Ｉ( ｔ)ꎻ
(３) ｔ时刻对病毒具有免疫功能的节点ꎬ被称为免疫状态ꎬ记为 Ｒ( ｔ) .
文献[６]研究了如下微分模型:

ｄＳ
ｄｔ

＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

ｄＩ
ｄｔ

＝βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉꎬ

ｄＲ
ｄｔ

＝ ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１)

式中ꎬ易感染节点的输入率为(１－ｐ)ｂꎬ免疫类节点的常数输入率为 ｐｂ. 每一个节点在网络世界中的自然死亡

率都为 μꎬ每一个易感染的节点被病毒感染的概率为 βＩꎬβ>０. 由于治疗的影响ꎬ被感染的节点以 γ２>０ 的概率

成为易感染节点ꎬγ１>０ 治愈成为移出类节点. 当然每一个移出类的节点以 α２>０ 的概率丧失免疫成为易感染

节点. 由于新疫苗的出现ꎬ网络中的每一个易感染节点可暂时免疫ꎬ其暂时免疫概率可令为 α１ ｆ( Ｉ)ꎬ其中

α１>０ꎬ函数 ｆ是连续可微的ꎬｆ(０)＝ １ 且 ｆ′≥０. 模型的初值为(Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬＲ(０))∈Ｒ３
＋ꎬ基本再生数为:

Ｒ０ ＝
βｂ(α２＋μ－ｐμ)

μ(α１＋α２＋μ)(γ１＋γ２＋μ)
.

上述模型的右端函数是连续可微的ꎬ而非连续情况的是存在于文献[６]中的.
本文考虑在上述模型中加入非连续免疫项 ｈ( Ｉ):

ｄＳ
ｄｔ

＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

ｄＩ
ｄｔ

＝βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－ｈ( Ｉ)ꎬ

ｄＲ
ｄｔ

＝ ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒ＋ｈ( Ｉ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

为不失一般性ꎬ提出假设 １:
假设 １　 ｈ( Ｉ)＝ φ( Ｉ) Ｉꎬφ:Ｒ＋→Ｒ＋是一个非单减函数ꎬ且在每一个紧致区间内至多有有限个跳跃间

断点.
备注 １　 为不失一般性ꎬ可假设函数 φ在 ０ 处是连续的ꎬ若不连续则可定义 φ在 ０ 处的值φ(０＋)ꎬ当然

这对模型(２)没有影响.
模型(２)的右端是不连续的函数ꎬ因此经典的连续微分方程理论不能用以解决这类右端具有非连续

项的模型ꎬ于是需要定义(２)的其他解的形式ꎬ此处引入 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解[９] . 考虑如下一般形式的右端不连续微

分方程:
ｘ′( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ))ꎬ (３)

式中ꎬ右端函数 ｆ关于 ｔ或 ｘ( ｔ)是不连续的ꎬ但关于 ｔ是可测且局部有界的.
定义 １[１０] 　 考虑如下的集值映射:

Ｆ( ｔꎬｘ)＝ ∩
δ > ０

∩
μＮ ＝ ０

ｃｏ( ｆ( ｔꎬｘδ ＼Ｎ))ꎬ (４)

式中ꎬｘδ 表示 ｘ的 δ邻域ꎻｃｏ意味着取一个集合的凸闭包ꎻ交集是在所有的零测度集合 Ｎ 和所有的 δ>０ 邻

域上取的ꎻ在这种定义方式下ꎬ右段不连续方程(３)的解就是微分包含 Ｆ( ｔꎬｘ)的一个解:
ｄｘ
ｄｔ

∈Ｆ( ｔꎬｘ)ꎬｔ∈[０ꎬＴ) .

—２６—
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对于带有初值条件的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解是一个绝对连续的向量值函数ꎬ即若(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ))是模型(２)满
足初始条件的一个 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解ꎬ则(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ))在任一个子区间[ ｔ１ꎬｔ２]上是一致连续的ꎬ且模型(２)
的解是满足如下微分包含的向量值函数:

ｄＳ
ｄｔ

＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

ｄＩ
ｄｔ

∈βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－ｃｏｈ( Ｉ)ꎬ

ｄＲ
ｄｔ

∈ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒ＋ｃｏｈ( Ｉ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(５)

式中ꎬｃｏｈ( Ｉ)＝ [ｈ( Ｉ－)ꎬｈ( Ｉ＋)]ꎬ其中 ｈ( Ｉ－)、ｈ( Ｉ＋)分别表示函数 ｈ在 Ｉ处的左极限和右极限.
由假设 １ 可知ꎬ当 ｈ(Ｉ)在 Ｉ处不连续时ꎬｃｏｈ(Ｉ)是一个非空的区间ꎻ若 ｈ(Ｉ)在 Ｉ处连续ꎬ则ｃｏｈ(Ｉ)＝ ｈ(Ｉ)ꎬ

易发现映射(ＳꎬＩꎬＲ)→((１－ｐ)ｂ－α１ｆ(Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２ＲꎬβＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－ｃｏｈ( Ｉ)ꎬｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ｆ(Ｉ)Ｓ－μＲ－
α２Ｒ＋ｃｏｈ(Ｉ))是具有非空、紧致、凸值的上半连续集值映射[１１] . 根据可测选择性定理[１１]可得:若(ＳꎬＩꎬＲ)是模

型(５)在[０ꎬＴ]上的一个解ꎬ则存在一个可测函数 ｍ(ｔ)∈ｃｏ[ｈ(Ｉ)]ꎬ使得

Ｓ̇( ｔ)＝ (１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

Ｉ̇( ｔ)＝ βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－ｍ( ｔ)ꎬ

Ｒ̇( ｔ)＝ ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒ＋ｍ( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

２　 平衡点的存在唯一性

本节主要讨论模型(２)平衡点的存在唯一性. 出于现实世界的考虑ꎬ在讨论之前需证明模型满足初始

条件的解是有界且为正的.
引理 １　 若假设 １ 成立ꎬ令(Ｓ( ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ))是模型(２)满足初始条件(Ｓ(０)ꎬＩ(０)ꎬＲ(０))∈Ｒ３

＋的

解ꎬ则(ＳꎬＩꎬＲ)ꎬｔ∈(０ꎬＴ)是有界的.

证明　 由式(４)可得:ｄ(Ｓ
＋Ｉ＋Ｒ)
ｄｔ

∈ｂ－μ(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)ꎬ

若(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)> ｂ
μ
ꎬ则ｄ(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)

ｄｔ
<０ꎬ因此(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)<ｍａｘ ｂ

μ
ꎬＳ０＋Ｉ０＋Ｒ０{ } .

若(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)< ｂ
μ
ꎬ则ｄ(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)

ｄｔ
>０ꎬ因此(Ｓ＋Ｉ＋Ｒ)< ｂ

μ
.

综上所述ꎬ(ＳꎬＩꎬＲ)的可行域是有界的.

由假设 １ 知
ｄＩ
ｄｔ

＝βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－φ( Ｉ) Ｉꎬ则对两边关于 Ｉ同时积分有:

∫ｔ
０
Ｉ̇( ｔ)ｄｔ＝ Ｉ ∫ｔ

０
βＳ－γ２－μ－γ１－φ( Ｉ)ｄｔꎬ

Ｉ( ｔ)＝ Ｉ(０) ｅ∫
ｔ

０
βＳ－γ２－μ －γ１－φ( Ｉ)ｄｔ >０ꎬ

因此 Ｉ( ｔ)在初值 Ｉ(０)大于零时是正的.
接下来证明模型(２)平衡点的存在唯一性. 若令(Ｓ∗ꎬＩ∗ꎬＲ∗)是其平衡点ꎬ则由式(４)有如下微分

包含:
０＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗－μＳ∗＋γ２Ｉ∗－βＳ∗Ｉ∗＋α２Ｒ∗ꎬ

０∈βＳ∗Ｉ∗－γ２Ｉ∗－μＩ∗－γ１Ｉ∗－ｃｏｈ( Ｉ∗)ꎬ

０∈ｐｂ＋γ１Ｉ∗＋α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗－μＲ∗－α２Ｒ∗＋ｃｏｈ( Ｉ∗) .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)

显然ꎬ若(Ｓ∗ꎬＩ∗ꎬＲ∗)是模型(２)平衡点ꎬ则存在 ξ∗∈ｃｏｈ( Ｉ∗)ꎬ使得:
０∈βＳ∗Ｉ∗－γ２Ｉ∗－μＩ∗－γ１Ｉ∗－ξ∗ .

此处 ξ∗是唯一的ꎬ且
—３６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ξ∗ ＝βＳ∗Ｉ∗－γ２Ｉ∗－μＩ∗－γ１Ｉ∗ . (８)
若假设成立ꎬ则模型(２)可变为如下形式:

ｄＳ
ｄｔ

＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

ｄＩ
ｄｔ

＝βＳＩ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－φ( Ｉ) Ｉꎬ

ｄＲ
ｄｔ

＝ ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒ＋φ( Ｉ) Ｉ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(９)

很显然无病平衡点
(１－ｐ)ｂ
μ＋α１

ꎬ０ꎬ
ｂ(α１＋μｐ)
μ(α１＋α２＋μ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 总是存在的. 对于无病平衡点则满足如下微分包含:

０＝(１－ｐ)ｂ－α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＳ＋γ２Ｉ－βＳＩ＋α２Ｒꎬ

０∈βＳ－γ２－μ－γ１－ｃｏφ( Ｉ)ꎬ

０∈ｐｂ＋γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)Ｓ－μＲ－α２Ｒ＋ｃｏφ( Ｉ) Ｉ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１０)

联立方程(９)ꎬ可得:
β[(１－ｐ)ｂμ＋ｂα２]－μγ１βＩ－μβＩ(μ＋α２)

α１μｆ( Ｉ)＋βμＩ＋μ(μ＋α２)
－
μ(γ１＋γ２＋μ)[α１ ｆ( Ｉ)＋μ＋α２]
α１μｆ( Ｉ)＋βμＩ＋μ(μ＋α２)

∈ｃｏφ( Ｉ) . (１１)

令

ｇ( Ｉ)＝
β[(１－ｐ)ｂμ＋ｂα２]－μγ１βＩ－μβＩ(μ＋α２)

α１μｆ( Ｉ)＋βμＩ＋μ(μ＋α２)
－
μ(γ１＋γ２＋μ)[α１ ｆ( Ｉ)＋μ＋α２]
α１μｆ( Ｉ)＋βμＩ＋μ(μ＋α２)

∈ｃｏφ( Ｉ) .

引理 ２　 若 Ｒ０>１ꎬ则微分包含(１１)存在唯一的正解 􀭴Ｉꎬ且满足

􀭴Ｉ≤
βｂ(μ－ｐμ＋α２)
α１μ＋μ(μ＋α２)

－
μ(μ＋α１＋α２)(μ＋γ１＋γ２)

α１μ＋μ(μ＋α２)
.

证明　 由于 Ｒ０>１ꎬ则 ｇ(０)>φ(０)>０. 又因为函数 ｇ( Ｉ)是单调递减的ꎬφ( Ｉ)是关于 Ｉ 的非单减函数ꎬ
ｇ( Ｉ)≤０ 当且仅当

Ｉ≥
βｂ(μ－ｐμ＋α２)
α１μ＋μ(μ＋α２)

－
μ(μ＋α１＋α２)(μ＋γ１＋γ２)

α１μ＋μ(μ＋α２)
.

于是集合{ Ｉ:ｇ( Ｉ)≥φ( Ｉ＋)ꎬＩ>０}为有界集ꎬ取 􀭴Ｉ＝ ｓｕｐ{ Ｉ:ｇ( Ｉ)≥φ( Ｉ＋)ꎬＩ>０}ꎬ显然

ｇ(􀭴Ｉ)＝ ｇ(􀭴Ｉ－)≥φ(􀭴Ｉ－)ꎬ
且

０<􀭴Ｉ≤
βｂ(μ－ｐμ＋α２)
α１μ＋μ(μ＋α２)

－
μ(μ＋α１＋α２)(μ＋γ１＋γ２)

α１μ＋μ(μ＋α２)
.

以下需证明 ｇ(􀭴Ｉ)∈[φ(􀭴Ｉ－)ꎬφ(􀭴Ｉ＋)] . 可先假设 ｇ(􀭴Ｉ)>φ(􀭴Ｉ＋)＝ ｌｉｍ
Ｉ→􀭴Ｉ＋
φ( Ｉ)ꎬ由假设 １ 知ꎬ存在一个常数 ε>０

使得

ｇ(􀭴Ｉ＋ε)≥φ(􀭴Ｉ＋ε)＝ φ((􀭴Ｉ＋ε) ＋)ꎬ
其中函数 φ在 􀭴Ｉ＋ε处是连续的ꎬ这与 􀭴Ｉ 的定义矛盾. 因此ꎬｇ(􀭴Ｉ)∈[φ(􀭴Ｉ－)ꎬφ(􀭴Ｉ＋)]ꎬ􀭴Ｉ 是式(１１)的一个正

解ꎬ引理得证.
接下来需证明微分包含(１１)的解是唯一的. 先假设 Ｉ∗１ ꎬＩ∗２ 是微分包含(１１)的两个正解ꎬ且 Ｉ∗１ ≠Ｉ∗２ ꎬ由式

(８)可知存在 η∗
１ ∈ｃｏ (Ｉ∗１ )ꎬη∗

２ ∈ｃｏ (Ｉ∗２ )使得:
β[(１－ｐ)ｂμ＋ｂα２]－μγ１βＩ∗２ －μβＩ∗２ (μ＋α２)－μ(γ１＋γ２＋μ)[α１ ｆ( Ｉ∗２ )＋μ＋α２]

α１μｆ( Ｉ∗２ )＋βμＩ∗２ ＋μ(μ＋α２)
＝ η∗

２ ꎬ

β[(１－ｐ)ｂμ＋ｂα２]－μγ１βＩ∗１ －μβＩ∗１ (μ＋α２)－μ(γ１＋γ２＋μ)[α１ ｆ( Ｉ∗１ )＋μ＋α２]
α１μｆ( Ｉ∗１ )＋βμＩ∗１ ＋μ(μ＋α２)

＝ η∗
１ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１２)

由假设 １ 知 φ为非单减函数ꎬ故 Ｈ＝
η∗

１ －η∗
２

Ｉ∗１ －Ｉ∗２
≥０.

—４６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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将(１２)中两式相减可得:
μγ１β( Ｉ∗１ －Ｉ∗２ )＋μα１(γ１＋γ２＋μ)[ ｆ( Ｉ∗１ )－ｆ( Ｉ∗２ )] ＝η∗

２ α１ ｆ( Ｉ∗２ )μ－
η∗

１ α１ ｆ( Ｉ∗１ )μ＋η∗
２ βμＩ∗２ －η∗

１ βμＩ∗１ ＋μ(μ＋α２)(η∗
２ －η∗

１ )ꎬ
两边同除 Ｉ∗１ －Ｉ∗２ 可得:

左边＝μβγ１＋μα１(γ１＋γ２＋μ)
ｆ( Ｉ∗１ )－ｆ( Ｉ∗２ )
Ｉ∗１ －Ｉ∗２

>０ꎬ

右边＝α１ ｆ( Ｉ∗２ )μ
η∗

２ －η∗
１

Ｉ∗１ －Ｉ∗２
＋η∗

１ α１μ
ｆ( Ｉ∗２ )－ｆ( Ｉ∗１ )
Ｉ∗１ －Ｉ∗２

－η∗
２ βμ＋βＩ∗１ μ

η∗
２ －η∗

１

Ｉ∗１ －Ｉ∗２
＋μ(μ＋α２)

η∗
２ －η∗

１

Ｉ∗１ －Ｉ∗２
ꎬ

因 ｆ是单调递增函数ꎬ
ｆ( Ｉ∗２ )－ｆ( Ｉ∗１ )
Ｉ∗１ －Ｉ∗２

<０ꎬ所以右边小于零ꎬ而左边大于零ꎬ矛盾. 因此ꎬ假设错误ꎬ满足初始

条件的解是唯一的.

３　 有限时间全局收敛

本节通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ证明有病平衡点和无病平衡点的全局收敛性. 证明之前先作如下假设:
假设 ２　 若 Ｒ０>１ꎬ则 φ( Ｉ)在 Ｉ∗处有一个跳跃间断点ꎬ其中 Ｉ∗是由引理 ２ 唯一确定的正解ꎬ且

η∗ ＝βＳ∗－γ２－μ－γ１∈(φ－( Ｉ∗)ꎬφ＋( Ｉ∗)) .
根据假设 ２ 可定义:θ＝ｍｉｎ{φ＋( Ｉ∗)－η∗ꎬη∗－φ－( Ｉ∗)}>０.
定理 １　 若假设 １、假设 ２ 均成立ꎬ模型(２)所有满足初始条件的解都在有限时间内全局收敛于有病平衡

点 Ｅ∗ ＝(Ｓ∗ꎬＩ∗ꎬＲ∗)ꎬ即当 ｔ>ｔ∗ ＝
４μＶ１(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０))

θ２(４μα－α２β２)
时都有(ＳꎬＩꎬＲ)＝ (Ｓ∗ꎬＩ∗ꎬＲ∗)ꎬｔ∈(０ꎬ＋∞ ) . 其

中ꎬＶ１(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０))＝
１
２
[(Ｓ(０)－Ｓ∗)＋(Ｉ(０)－Ｉ∗)＋(Ｒ(０)－Ｒ∗)]２＋α ∫Ｉ(０) －Ｉ

∗

０

φ(Ｉ∗＋ρ)－η∗

Ｉ∗＋ρ
ｄρ.

证明　 令 ｘ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)－Ｓ∗ꎬｙ( ｔ)＝ Ｉ( ｔ)－Ｉ∗ꎬｚ( ｔ)＝ Ｒ( ｔ)－Ｒ∗ꎬ则式(３)变为

ｄｘ
ｄｔ

＝α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗－α１ ｆ(ｙ＋Ｉ∗)(ｘ＋Ｓ∗)－μｘ＋γ２ｙ－β(ｘ＋Ｓ∗)ｙ－βＩ∗ｘ＋α２ｚꎬ

ｄｙ
ｄｔ

＝β(ｘ＋Ｓ∗)ｙ＋βＩ∗ｘ－γ２ｙ－μｙ－γ１ｙ＋ｈ( Ｉ∗)－ｈ( Ｉ∗＋ｙ)ꎬ

ｄｚ
ｄｔ

＝ －α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗＋α１ ｆ(ｙ＋Ｉ∗)(ｘ＋Ｓ∗)＋γ１ｙ－μｚ－α２ｚ－ｈ( Ｉ∗)＋ｈ( Ｉ∗＋ｙ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１３)

由上文知存在 η∗ ＝βＳ∗－γ２－μ－γ１∈ｃｏφ( Ｉ∗)ꎻ由式(５)知ꎬ存在 η( ｔ)∈ｃｏ[φ( Ｉ＋Ｉ∗)]ꎬ则式(１３)变为:
ｄｘ
ｄｔ

＝α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗－α１ ｆ(ｙ＋Ｉ∗)(ｘ＋Ｓ∗)－μｘ＋γ２ｙ－β(ｘ＋Ｓ∗)ｙ－βＩ∗ｘ＋α２ｚꎬ

ｄｙ
ｄｔ

＝βｘｙ＋βＩ∗ｘ－(η( ｔ)－η∗)( Ｉ∗＋ｙ)ꎬ

ｄｚ
ｄｔ

＝ －α１ ｆ( Ｉ∗)Ｓ∗＋α１ ｆ(ｙ＋Ｉ∗)(ｘ＋Ｓ∗)＋γ１ｙ－μｚ－α２ｚ－ｈ( Ｉ∗)＋ｈ( Ｉ∗＋ｙ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１４)

构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ１(ｘꎬｙꎬｚ)＝
１
２
(ｘ＋ｙ＋ｚ) ２＋α ∫ｙ

０

φ( Ｉ∗＋ρ)－η∗

Ｉ∗＋ρ
ｄρꎬ

其中ꎬα为一个正常数. 易看出 Ｖ１ 是一个正则函数ꎬ当(ｘꎬｙꎬｚ)≠０ 时ꎬＶ１>０ꎬ且 Ｖ１(０ꎬ０ꎬ０)＝ ０ꎻ当 ｘ→＋∞或

ｙ→＋∞或 ｚ→＋∞时ꎬＶ１→＋∞ . 对 Ｖ１ 求导可得:
ｄＶ１(ｘꎬｙꎬｚ)

ｄｔ
＝(ｘ＋ｙ＋ｚ)(ｘ′＋ｙ′＋ｚ′)＋α η(ｔ)

－η∗

ｙ＋Ｉ∗
ｙ′＝(ｘ＋ｙ＋ｚ)(－μｘ′－μｙ′－μｚ′)＋α(η(ｔ)－η∗)βｘ－α(η(ｔ)－η∗)２≤

－μｘ２＋α(η( ｔ)－η∗)βｘ－α(η( ｔ)－η∗) ２≤－μ ｘ－αβ[η( ｔ)
－η∗]

２μ{ }
２

－４μα－α
２β２

４μ
[η( ｔ)－η∗] ２ .

—５６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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取 ４μα－α２β２>０ꎬ即 ０<α<４μ
β２

ꎬ则有
ｄＶ１

ｄｔ
≤０. 由假设 ２ 知ꎬ当(ｘꎬｙꎬｚ)≠０ 时ꎬ[η( ｔ)－η∗] ２>θ２ꎬ则可得对所有

的 ｔ∈{ ｔ:(ｘꎬｙꎬｚ)≠(０ꎬ０ꎬ０)}有:
ｄＶ１(ｘꎬｙꎬｚ)

ｄｔ
≤－４μα－α

２β２

４μ
θ２ .

从 ０ 到 ｔ对上式两边进行积分可得:

０≤Ｖ１(ｘꎬｙꎬｚ)≤Ｖ１(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０))－
４μα－α２β２

４μ
θ２ ｔ.

令 Ｖ１(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０))－
４μα－α２β２

４μ
θ２ｔ ＝ ０ꎬ解得 ｔ∗ ＝

４μＶ１(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０))
θ２(４μα－α２β２)

. 也即当 ｔ ＝ ｔ∗时ꎬＶ１(ｘ( ｔ)ꎬ

ｙ(ｔ)ꎬｚ(ｔ))＝ ０. 由文献[１２]可知ꎬ当 ｔ>ｔ∗ꎬ对所有的 ｔ 都有 Ｖ１(ｘ( ｔ)ꎬｙ(ｔ)ꎬｚ( ｔ))＝ ０ꎬ即当 ｔ>ｔ∗时ꎬ(ｘ( ｔ)ꎬｙ
(ｔ)ꎬｚ(ｔ))＝ (０ꎬ０ꎬ０)ꎬ则有(Ｓ(ｔ)－Ｓ∗ꎬＩ(ｔ)－Ｉ∗ꎬＲ(ｔ)－Ｒ∗)＝ (０ꎬ０ꎬ０)ꎬ即当 ｔ>ｔ∗时ꎬ(Ｓ(ｔ)ꎬＩ( ｔ)ꎬＲ( ｔ))＝ (Ｓ∗ꎬ
Ｉ∗ꎬＲ∗)ꎬ故定理得证.

接下来将证明所有满足初值条件的解都是在有限时间收敛于无病平衡点. 由于假设 １ 假设了 ｈ( Ｉ)在
Ｉ＝ ０ 处是连续的ꎬ故无病平衡点在假设 １ 下并不是一个非连续的点ꎬ为解决所有的解有限时间内全局收敛

于无病平衡点需要给出如下假设:
假设 ３　 若 ｈ:Ｒ＋→Ｒ＋是一个非单减的函数ꎬ且在每一个紧致区间内至多有有限个跳跃间断点ꎬ另外

ｈ(０)＝ ０ 但在 Ｉ＝ ０ 处是不连续的.
定理 ２　 若假设 ３ 成立ꎬ则当 Ｒ０<１ 时ꎬ模型(３)所有满足初值条件的解都是在有限时间内全局收敛于

无病平衡点 Ｅ０ ＝(Ｓ０ꎬ０ꎬＲ０)＝
ｂ(α２＋μ－ｐμ)
μ(α１＋α２＋μ)

ꎬ０ꎬ
ｂ(α１＋μｐ)
μ(α１＋α２＋μ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ即当 ｔ≥ｔ∗ ＝

Ｖ２(ｘ(０)ꎬＩ(０)ꎬｚ(０))
２μｈ(０＋)

时ꎬ(Ｓꎬ０ꎬ

Ｒ)＝
ｂ(α２＋μ－ｐμ)
μ(α１＋α２＋μ)

ꎬ０ꎬ
ｂ(α１＋μｐ)
μ(α１＋α２＋μ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中ꎬＶ２(ｘ(０)ꎬＩ(０)ꎬｚ(０))＝

１
２
(Ｓ－Ｓ０＋Ｉ＋Ｒ－Ｒ０) ２ .

证明　 令 ｘ＝Ｓ－Ｓ０ꎬｚ＝Ｒ－Ｒ０ꎬ则模型(３)变为:
ｄｘ
ｄｔ

＝ －α１ ｆ( Ｉ)(ｘ＋Ｓ０)＋α１Ｓ０－μｘ＋γ２Ｉ－β(ｘ＋Ｓ０) Ｉ＋α２ｚꎬ

ｄＩ
ｄｔ

＝β(ｘ＋Ｓ０) Ｉ－γ２Ｉ－μＩ－γ１Ｉ－ｈ( Ｉ)ꎬ

ｄｚ
ｄｔ

＝γ１Ｉ＋α１ ｆ( Ｉ)(ｘ＋Ｓ０)－α１Ｓ０－μｚ－α２ｚ＋ｈ( Ｉ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ２(ｘꎬＩꎬｚ)＝
１
２
(ｘ＋Ｉ＋ｚ) ２＋２μＩꎬ

很明显当(ｘꎬＩꎬｚ)≠(０ꎬ０ꎬ０)时ꎬＶ２>０ꎻ当且仅当(ｘꎬＩꎬｚ)＝ (０ꎬ０ꎬ０)时ꎬＶ２ ＝ ０.
对 Ｖ２ 关于 ｔ进行求导可得:

ｄＶ２(ｘꎬＩꎬｚ)
ｄｔ

＝(ｘ＋Ｉ＋ｚ)(ｘ′＋Ｉ′＋ｚ′)＋２μＩ′＝(ｘ＋Ｉ＋ｚ)(－μｘ－μｚ－μＩ)＋２μＩ′≤－２μβＩｘ＋２μβＩｘ＋

２μＩ[βＳ０－(γ１＋γ２＋μ)]－２μη( ｔ)＝ ２μＩ(Ｒ０－１)(γ１＋γ２＋μ)－２μη( ｔ) .
若 Ｒ０<１ꎬ则

ｄＶ２(ｘꎬＩꎬｚ)
ｄｔ

≤－２μη( ｔ) .

由假设 ３ 可知ꎬη( ｔ)≥ｈ(０＋)ꎬ则可得:
ｄＶ２(ｘꎬＩꎬｚ)

ｄｔ
≤－２μｈ(０＋) .

从 ０ 到 ｔ对上式两边积分可得:
—６６—
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０≤Ｖ２(ｘꎬＩꎬｚ)≤Ｖ２(ｘ(０)ꎬＩ(０)ꎬｚ(０))－２μｈ(０
＋) ｔ.

故由文献[１２]知ꎬ当 ｔ≥ｔ∗ ＝
Ｖ２(ｘ(０)ꎬＩ(０)ꎬｚ(０))

２μｈ(０＋)
可得(ｘꎬＩꎬｚ)＝ (０ꎬ０ꎬ０)ꎬ即

(Ｓꎬ０ꎬＲ)＝
ｂ(α２＋μ－ｐμ)
μ(α１＋α２＋μ)

ꎬ０ꎬ
ｂ(α１＋μｐ)
μ(α１＋α２＋μ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

定理得证.

４　 数值仿真

本节将运用 Ｍａｔｌａｂ 软件模拟理论的正确性.
４.１　 地方平衡点的全局收敛

根据假设 １ 可知 ｈ( Ｉ)＝ φ( Ｉ) Ｉꎬ为方便起见ꎬ直接令 Ｉ ＝ １ 的常值函数ꎬφ( Ｉ)为取值为 ０ 和 １ 的间断跳

跃函数:

ｈ( Ｉ)＝
０ꎬ ０<ｔ<１０ꎻ
１ꎬ ｔ>１０.{

选取参数为:ｐ＝ ０.５ꎻｂ＝ ２ꎻα１ ＝ ０.２ꎻα２ ＝ ０.５ꎻμ＝ ０.２ꎻγ１ ＝γ２ ＝ ０.５ꎻβ＝ ０.８. 给定的一组初值:Ｓ(０)＝ １０ꎻＩ(０)＝
１０ꎻＲ(０)＝ １０.

数值仿真得到结果如图 １ 所示. 从图 １ 可看出ꎬＳ 类、Ｉ 类、Ｒ 类计算机节点经过一段时间后都各自到

达了平衡ꎬ这和定理 １ 的结果一致.
４.２　 无病平衡点的全局收敛

根据假设 ３ 可知 ｈ( Ｉ)是一个跳跃函数ꎬ且 ｈ(０)＝ ０ꎬ则可取函数 ｈ( Ｉ)为:

ｈ( Ｉ)＝
１＋ｓｉｎ Ｉ

１０
ꎬ ０<ｔ<１０ꎻ

Ｉ ꎬ ｔ>１０.

ì

î

í

ïï

ïï

选取参数为:ｐ＝ ０.８ꎻｂ＝ ２ꎻβ＝ ０.５ꎻα１ ＝ ０.５ꎻα２ ＝ ０.５ꎻμ ＝ ０.８ꎻγ１ ＝ ０.６ꎻγ２ ＝ ０.４. 给定的一组初值:Ｓ(０)＝ １０ꎻ
Ｉ(０)＝ １０ꎻＲ(０)＝ １０.

数值仿真得到结果如图 ２ 所示. 从图 ２ 可看出ꎬＳ 类、Ｒ 类计算机节点经过一段时间后都各自到达了

平衡ꎬ被感染的 Ｉ类节点经过一段时间治疗后和 ｘ轴重合ꎬ也即 Ｉ 类感染节点经过一段时间免疫治疗后灭

亡了ꎬ这和定理 ２ 的结果一致.

图 １　 地方平衡点的变化趋势图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｈａｎｇｉｎｇ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｄｉｓｅａｓｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
图 ２　 无病平衡点的变化趋势图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｈａｎｇｉｎｇ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｆｒｅｅ ｄｉｓｅａｓｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

５　 结论

(１)通过对非连续免疫策略计算机病毒模型的研究ꎬ得到满足初始条件的解都能够在有限时间内到

达平衡点. 这一点具有重要的现实意义ꎬ因为不管是感染病毒的计算机还是患者都希望知道自己的“病
情”能够在某个确定的时间内达到稳定或被治愈.

(２)数值算例验证了本文理论结果的正确性. 这说明利用微分包含知识可较好地解决具有非连续性

计算机病毒模型的动力学问题ꎬ由此也可将非连续思想推广到其他领域ꎬ从而得到更符合实际的结果.
—７６—
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