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双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器超级多稳态重构及其电路实现

郑宏亮ꎬ闵富红ꎬ张　 雯ꎬ曹保国

(南京师范大学南瑞电气与自动化学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 将两个磁控忆阻器引入到经典 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器中ꎬ构建了一个含双忆阻的混沌振荡电路. 采用增量磁

通－电荷分析方法ꎬ对所构的双磁控忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路进行降维处理ꎬ得到了双忆阻振荡器的三阶降维模型. 在

韦库域内ꎬ研究系统的共存分岔行为、反单调现象ꎬ并重构振荡器的极端多稳态现象ꎬ分析多稳态域内的簇发放

电行为. 此外ꎬ基于 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 电路仿真软件搭建了降维后系统的等效电路ꎬ并捕捉到相应的吸引子相轨迹图ꎬ验
证了动力学分析的正确性.
[关键词] 　 双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器ꎬ降维模型ꎬ极端多稳态现象ꎬ相轨迹图
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忆阻器[１]是根据电路完备性提出的第 ４ 种基本元件ꎬ填补了磁通－电荷关系的空白. 不同于 ＲＬＣ 等线

性元件ꎬ忆阻伏安关系呈现斜“８”字型紧磁滞回线的非线性特征[２－４]ꎬ将其引入混沌电路容易产生复杂的

动力学现象ꎬ这引起了学者们的研究兴趣. 随后ꎬ多种忆阻混沌电路[５－８]被相继提出ꎬ其中有含双曲正切忆

阻的 Ｆｉｔｚｈｕｇｈ￣Ｎａｇｕｍｏ 电路[９]、忆阻超混沌 Ｊｅｒｋ 系统[１０]、基于 ＳＢＴ 忆阻器的改进蔡氏电路[１１]等.
为了研究非线性系统的多种振荡模式和迟滞特性ꎬ学者们在 Ｖａｎ Ｄｅｒ Ｐｏｌ 振荡器基础上提出 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ

振荡器[１２] . 文献[１３]构建整数阶忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路ꎬ基于此研究系统的分岔特性ꎬ验证振荡器的多稳定

性、超混沌以及多涡卷吸引子等特点. 文献[１４]构造含磁控和荷控忆阻的 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路ꎬ利用动力学分析

方法ꎬ发现系统存在的周期性混沌气泡和不对称共存行为ꎬ并通过吸引盆揭示振荡器的极端多稳态现

象. 上述文献对忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器的研究都局限于伏安域ꎬ系统内平衡点类型很难确定ꎬ从而导致对系

统极端多稳态现象的预测不够准确.
因此ꎬ选择合适降维方法ꎬ将忆阻混沌电路模型从电压－电流域转变至磁通－电荷域ꎬ既可以使不确定

的面平衡点转变为确定平衡点ꎬ又能将初值衍化为系统参数而易于调控. 文献[１５]采用积分变换的状态
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变量映射法对忆阻超 Ｊｅｒｋ 系统降维建模ꎬ将依赖初值的多稳态现象转化为参数依赖的动力学行为ꎬ在硬

件电路中验证多稳定性. 文献[１６]提出混合状态函数增量积分法ꎬ基于此ꎬ重构 Ｊｅｒｋ 系统降维模型ꎬ通过

双参数映射图分析无穷多吸引子共存的多稳态现象. 但是ꎬ上述降维方法均是针对电路方程ꎬ采用数学分

析方法处理ꎬ未对电路模型做任何变动. 因此ꎬ一种从电路原理出发的磁通－电荷分析方法被应用到忆阻

混沌电路的降维建模中[１７－２０] . 该方法直接将电路模型的伏安关系全部替换为积分后的韦库关系ꎬ解决了

绝对值和分段函数等特殊函数无法不定积分的问题. 但推导过程和状态变量选择存在一定难度ꎬ现有文

献未能实现全部初值衍化为系统参数ꎬ因此未完全实现系统超级多稳态现象的重构.
基于此ꎬ本文利用所构双磁控忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器ꎬ采用磁通－电荷分析方法降维建模ꎬ五阶伏安域模

型转变为三阶韦库域模型ꎬ状态变量初值均衍化为精确对应的可调系统参数. 通过分岔轨迹、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数等分析方法研究系统在参数域的特殊对称行为[２１] . 在韦库域内对比研究不同忆阻和非忆阻参数、不同

条件下的双忆阻参数吸引盆ꎬ分析降维系统的无穷多运动状态吸引子共存的极端多稳态性ꎬ并就存在的

Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象[２２－２３]进行探讨. 最后ꎬ利用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 软件构建韦库域等效电路模型ꎬ通过示波器观察时序图

和相轨迹图ꎬ验证数值仿真及磁通－电荷分析方法降维处理的正确性.

１　 问题提出

构造含 ５ 个状态变量的双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器ꎬ数值仿真得到混沌相轨迹图. 考虑不改变系统动力学

行为基础上降低系统复杂性ꎬ将依赖于初值的极端多稳态现象衍生到方便调控的参数域内ꎬ同时便于模块

化搭建 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 等效电路ꎬ捕捉系统在超级多稳态时经历的不同拓扑结构吸引子. 选择磁通－电荷分析方

法对系统降维处理ꎬ得到精确的三阶降维模型. 系统复杂动力学行为得以重现且 ５ 个状态初值均衍化为

系统参数ꎬ该过程分以下两部分阐述.

图 １　 双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器模型
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１.１　 电路模型

以 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器为基础ꎬ引入无源磁控忆阻

替代原电路非线性正电导区域的二极管桥ꎬ将 ＲＬＣ
谐振回路的电阻支路替换为有源磁控忆阻ꎬ同时在

电感支路串联电阻 Ｒ５ . 构建图 １ 的忆阻混沌电路ꎬ
该电路还包括非线性负电导区域以及电容 Ｃ０ . 优化

的 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器含有 ５ 个动态元件ꎬ分别为电容

Ｃ０、Ｃꎬ电感 Ｌꎬ三次无源磁控忆阻 Ｗ１(φ１)和三次有

源磁控忆阻 Ｗ２(φ２)ꎬ对应 ５ 个状态变量 ＶＣ０ꎬＶＣꎬｉＬꎬ
φ１ 和 φ２ . 根据基尔霍夫电压电流定律和电路元件

间的本构关系ꎬ推导状态方程为:
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式(１)中两个磁控忆阻的忆导方程为

Ｗ１(φ１)＝ ｍ１＋３ｍ２φ２
１ꎬ

Ｗ２(φ２)＝ ｎ１＋３ｎ２φ２
２ .

{ (２)
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为了方便后续讨论ꎬ对状态变量和元件参数进行处理ꎬ令 ＶＣ０ ＝ ｘꎬＶＣ ＝ ｙꎬｉＬ ＝ ｚꎬφ１ ＝ ｕꎬφ２ ＝ ｖꎬ１ / Ｃ０ ＝ ａꎬ
１ / Ｃ＝ ｂꎬ１ / Ｌ＝ ｃꎬ１ / Ｒ３－１ / Ｒ４ ＝ｄ和 Ｒ５ ＝ ｅꎬ得到简化后系统的非线性微分方程组
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初值设置为(ｘ(０)ꎬｙ(０)ꎬｚ(０)ꎬｕ(０)ꎬｖ(０))＝ (１０－６ꎬ１０－６ꎬ１０－６ꎬ０ꎬ０)ꎬ系统参数固定为表 １ꎬ获得图 ２
的双涡卷吸引子. 此时ꎬ系统的李氏指数是 Ｌ１ ＝ ０.２５６ ８ꎬＬ２ ＝ ０.００９ ２ꎬＬ３ ＝ －０.００１ ７ꎬＬ４ ＝ －０.００２ ９ꎬＬ５ ＝
－１０.３２４ ５ 表明系统处于混沌态.

表 １　 系统参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 数值 参数 数值 参数 数值

ａ ３ ｄ ２ ｍ２ ３.２
ｂ １ ｅ ０.０５ ｎ１ －０.０２
ｃ １５ ｍ１ １.２ ｎ２ ０.０１

图 ２　 双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器相图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｗｏ￣ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ￣ｂａｓｅｄ Ｓｈｉｎｒｉｋｉ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

图 ３　 忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 电路降维模型

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ
ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ Ｓｈｉｎｒｉｋｉ ｃｉｒｃｕｉｔ

１.２　 降维模型

根据磁通－电荷分析方法ꎬ电路元件的磁通和电荷

从 ０ 到 ｔ 的增量分别被定义为 φ( ｔꎬ０) ＝ φ( ｔ) －φ(０)及

ｑ( ｔꎬ０)＝ ｑ( ｔ)－ｑ(０)ꎬ其中 φ(０ꎬ０)＝ ０ꎬｑ(０ꎬ０)＝ ０. 图 ３
所示电路元件磁通增量被定义为 φＷ１

( ｔꎬ０)、φＷ２
( ｔꎬ０)、

φＣ(ｔꎬ０)、φＣ０(ｔꎬ０)、φＬ(ｔꎬ０)、φＲ３( ｔꎬ０)、φＲ４(ｔꎬ０)、φＲ５( ｔꎬ０)ꎬ
依次对应无源忆阻 Ｗ１、有源忆阻 Ｗ２、电容 Ｃ 和 Ｃ０、电感

Ｌ、电阻 Ｒ３、Ｒ４ 和 Ｒ５ . 相应地ꎬ各元件电荷增量定义为

ｑＷ１
( ｔꎬ０)、 ｑＷ２

( ｔꎬ ０ )、 ｑＣ ( ｔꎬ ０ )、 ｑＣ０( ｔꎬ０)、 ｑＬ ( ｔꎬ ０ )、
ｑＲ３( ｔꎬ０)、ｑＲ４( ｔꎬ０)、ｑＲ５( ｔꎬ０)ꎬ同时ꎬ各元件磁通和电荷参

考方向在图 ３ 中标出.
按照磁通－电荷分析方法的定义以及电路元件间的电气连接关系ꎬ列出系统在磁通－电荷域的关

系式:
—２１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｑＣ０( ｔꎬ０)＝ Ｃ０

ｄφＣ０( ｔꎬ０)
ｄｔ

－ｑＣ０(０)ꎬｑＣ( ｔꎬ０)＝ Ｃ
ｄφＣ( ｔꎬ０)

ｄｔ
－ｑＣ(０)ꎬ

φＬ( ｔꎬ０)＝ Ｌ
ｄｑＬ( ｔꎬ０)

ｄｔ
－φＬ(０)ꎬφＲ３( ｔꎬ０)＝ －Ｒ３ｑＲ３( ｔꎬ０)ꎬ

φＲ４( ｔꎬ０)＝ Ｒ４ｑＲ４( ｔꎬ０)ꎬφＲ５( ｔꎬ０)＝ Ｒ５ｑＲ５( ｔꎬ０) .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(４)

式中ꎬ各元件初值分别为 ｑＣ０(０)＝ Ｃ０ＶＣ０(０)、ｑＣ(０)＝ ＣＶＣ(０)、φＬ(０)＝ ＬｉＬ(０)ꎬ且 ＶＣ０(０)、ＶＣ(０)和 ｉＬ(０)和
电压－电流域的前 ３ 项初值等价.

忆阻 Ｗ１ 和 Ｗ２ 的数学模型如下:

Ｗ１:

ｉＷ１
( ｔ)＝ Ｗ１[φＷ１

( ｔ)]ｕＷ１
( ｔ)＝ (ｍ１＋３ｍ２φ２

Ｗ１
( ｔ))ｕＷ１

( ｔ)ꎬ

ｄφＷ１
( ｔ)

ｄｔ
＝ｕＷ１

( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｗ２:

ｉＷ２
( ｔ)＝ Ｗ２[φＷ２

( ｔ)]ｕＷ２
( ｔ)＝ (ｎ１＋３ｎ２φ２

Ｗ２
( ｔ))ｕＷ２

( ｔ)ꎬ

ｄφＷ２
( ｔ)

ｄｔ
＝ｕＷ２

( ｔ) .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(５)

解释忆阻模型本构关系ꎬ下式是忆阻 Ｗ１ 的关系式:
ｑＷ１

( ｔ)＝ ｆ[φＷ１
( ｔ)] ＝ｍ１φＷ１

( ｔ)＋ｍ２φ３
Ｗ１
( ｔ) . (６)

忆阻 Ｗ２ 的关系式如下:
ｑＷ２

( ｔ)＝ ｈ[φＷ２
( ｔ)] ＝ｎ１φＷ２

( ｔ)＋ｎ２φ３
Ｗ２
( ｔ) . (７)

根据电路模型ꎬ类比推导系统三阶常微分方程:

Ｃ０

ｄφＣ０( ｔꎬ０)
ｄｔ

＝ ｑＣ０( ｔꎬ０)＋ｑＣ０(０)ꎬ

Ｃ
ｄφＣ( ｔꎬ０)

ｄｔ
＝ ｑＣ( ｔꎬ０)＋ｑＣ(０)ꎬ

Ｌ
ｄｑＬ( ｔꎬ０)

ｄｔ
＝φＬ( ｔꎬ０)＋φＬ(０) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(８)

综上ꎬ整理化简后电路的韦库域状态方程:

Ｃ０

ｄφＣ０( ｔꎬ０)
ｄｔ

＝ ｆ[φＣ( ｔꎬ０)－φＣ０( ｔꎬ０)＋φＷ１
(０)]－ｆ[φＷ１

(０)]＋ １
Ｒ３

－ １
Ｒ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ φＣ０( ｔꎬ０)＋Ｃ０ＶＣ０(０)ꎬ

Ｃ
ｄφＣ( ｔꎬ０)

ｄｔ
＝ －ｆ[φＣ( ｔꎬ０)－φＣ０( ｔꎬ０)＋φＷ１

(０)]＋ｆ[φＷ１
(０)]－ｈ[φＣ( ｔꎬ０)＋φＷ２

(０)]＋

ｈ[φＷ２
(０)]－ｑＬ( ｔꎬ０)＋ＣＶＣ(０)ꎬ

Ｌ
ｄｑＬ( ｔꎬ０)

ｄｔ
＝φＣ( ｔꎬ０)－Ｒ５ｑＬ( ｔꎬ０)＋ＬｉＬ(０) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(９)

然后ꎬ令 ｘ＝φＣ０( ｔꎬ０)ꎬｙ＝φＣ( ｔꎬ０)ꎬｚ＝ ｑＬ( ｔꎬ０)ꎬβ１ ＝ ＶＣ０(０)ꎬβ２ ＝ ＶＣ(０)ꎬβ３ ＝ ｉＬ(０)ꎬβ４ ＝φＷ１
(０)ꎬβ５ ＝φＷ２

(０)ꎬ
将方程规范为:

ｄｘ
ｄｔ

＝ １
Ｃ０
ｆ(ｙ－ｘ＋β４)－ｆ(β４)＋

１
Ｒ３

－ １
Ｒ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘé

ë
êê

ù

û
úú ＋β１ꎬ

ｄｙ
ｄｔ

＝ １
Ｃ
[－ｆ(ｙ－ｘ＋β４)＋ｆ(β４)－ｈ(ｙ＋β５)＋ｈ(β５)－ｚ]＋β２ꎬ

ｄｚ
ｄｔ

＝ １
Ｌ
(ｙ－Ｒ５ｚ)＋β３ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１０)

式中ꎬａ＝ １ / Ｃ０ꎬｂ＝ １ / Ｃꎬｃ＝ １ / Ｌꎬｄ＝ １ / Ｒ３－１ / Ｒ４ꎬｅ＝Ｒ５ꎬｆ(β４)＝ ｍ１β４＋ｍ２β３４ꎬｆ(ｙ－ｘ＋β４)＝ ｍ１(ｙ－ｘ＋β４) ＋ｍ２(ｙ－
ｘ＋β４) ３ꎬｈ(ｙ＋β５)＝ ｎ１(ｙ＋β５)＋ｎ２(ｙ＋β５) ３ꎬｈ(β５)＝ ｎ１β５＋ｎ２β３５ꎬ将式(１０)转变为:

—３１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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ｄｘ
ｄｔ

＝ ３ｇ１(ｙ－ｘ)＋６ｘ＋β１ꎬ

ｄｙ
ｄｔ

＝ －ｇ１(ｙ－ｘ)－ｇ２(ｙ)－ｚ＋β２ꎬ

ｄｚ
ｄｔ

＝ １５ｙ－０.７５ｚ＋β３ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

ｇ１(ｙ－ｘ)＝ １.２(ｙ－ｘ)＋３.２((ｙ－ｘ＋β４) ３－β３４)ꎬ

ｇ２(ｙ)＝ －０.０２ｙ＋０.０１((ｙ＋β５) ３－β３５) .
{

(１１)

通过磁通－电荷分析方法将系统从伏安域转变为韦库域三阶模型. 其中ꎬ电容 Ｃ０ 和 Ｃ的初值 ＶＣ０(０)、
ＶＣ(０)ꎬ电感 Ｌ的初值 ｉＬ(０)ꎬ忆阻 Ｗ１ 的初值 φ１(０)ꎬ忆阻 Ｗ２ 的初值 φ２(０)分别衍化为可调控参数 β１、β２、
β３、β４、β５ . 为了保证韦库域分析的准确性ꎬ式(１１)的初始条件被设定为 ｘ(０)＝ ０ꎬｙ(０)＝ ０ꎬｚ(０)＝ ０. 选取

β１ ＝β２ ＝β３ ＝ １０－６ꎬβ４ ＝β５ ＝ ０ꎬ其余电路参数设置和表 １ 保持一致ꎬ振荡器在韦库域的混沌双涡卷吸引子如

图 ４ 所示.

图 ４　 降维后振荡器相图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ａｆｔｅｒ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

２　 动力学行为分析

２.１　 对称参数域的共存分岔现象

重构式(１１)降维系统随参数 ｃꎬｄ变化的动力学行为. ｃ代表振荡器电感值的倒数ꎬｄ表示负电导 Ｒ３ 与

正电导 Ｒ４ 的差值. 其它参数选择如表 １ꎬ将初值衍生参数设置为(±１０－６ꎬ±１０－６ꎬ±１０－６ꎬ０ꎬ０)ꎬ降维系统初

值设置为(０ꎬ０ꎬ０) . 图 ５(ａ)和图 ６(ａ)是 ｘｍａｘ随 ｃꎬｄ 变化的共存分岔轨迹ꎬｃꎬｄ 在衍生参数取(１０－６ꎬ１０－６ꎬ
１０－６ꎬ０ꎬ０)的 Ｌ１ ~ Ｌ３ 共 ３ 根 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别在图 ５(ｂ)和图 ６(ｂ)给出.

图 ５　 随参数 ｃ 变化的共存分岔图和李氏指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃ

从图 ５(ａ)不难观察出ꎬｃ 在(１４.６ꎬ２３.８)内ꎬ降维忆阻系统随取值增加ꎬ先后遍历混沌、周期窗、多周

期ꎬ然后经反倍周期分岔进入周期 １ꎬ最后到达稳定点. 当 ｃ小于 １４.６ 时ꎬ系统处于大周期状态ꎬ对应分岔
图的 ｘｍａｘ跳变为极大的值ꎬ且李氏指数谱的 Ｌ３ 骤降为极小的值ꎬ考虑主体部分的可观察性ꎬ该部分未在

图 ５ 给出ꎬ仅作阐述. 在 ｃ∈(１４.６ꎬ１６.３１)∪(１６.６８４ꎬ１８.９２８)时ꎬ系统产生混沌吸引子ꎬ对应图 ５(ｂ)最大
—４１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



郑宏亮ꎬ等:双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器超级多稳态重构及其电路实现

图 ６　 随参数 ｄ 变化的共存分岔图和李氏指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄ

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 Ｌ１>０. 观察图 ５(ａ)发现ꎬ当 ｃ位于(１６.３１ꎬ１６.６８４)∪(１８.９２８ꎬ２３.６８)时系统处于周期态ꎬ而
ｃ>２３.６８ 时 Ｌ１<０ꎬ进入稳定不动点状态. 再来分析图 ６(ａ)ꎬ系统随 ｄ 变化的共存分岔轨迹与图 ５(ａ)变化

规律呈现对称性. ｄ由 １.５９ 开始增加ꎬ系统先后经历稳定点、倍周期分岔至混沌态、多周期以及大周期等

运动状态. 结合图 ６(ｂ)的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数ꎬ将系统的动力学状态与具体区间分布列于表 ２ꎬ更直观展现特殊

参数对称行为. 此外ꎬｃ取相反衍生参数时ꎬ分岔轨迹在(１８.４ꎬ２３.８)内平移互补ꎬ剩余区间完全重合. 相应

地ꎬｄ在(１.５９ꎬ２.０３)内也平移互补ꎬ其余部分表现重合一致性.
表 ２　 系统随参数 ｃꎬｄ 变化的运动状态和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃꎬｄ

参数 数值 运动状态 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 参数 数值 运动状态 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

ｃ

<１４.６
(１４.６ꎬ１６.３１)∪(１６.６８４ꎬ１８.９２８)
(１６.３１ꎬ１６.６８４)∪(１８.９２８ꎬ２３.６８)

>２３.６８

大周期

复杂运动(混沌ꎬ多周期)
周期运动

稳定不动点

(０ꎬ－ꎬ－)
(＋ꎬ０ꎬ－)
(０ꎬ－ꎬ－)
(－ꎬ－ꎬ－)

ｄ

<１.５９
(１.５９ꎬ１.８０４)∪(１.８８１ꎬ１.９１７)
(１.８０４ꎬ１.８８１)∪(１.９１７ꎬ２.０３)

>２.０３

稳定不动点

周期运动

复杂运动(混沌ꎬ多周期)
大周期

(－ꎬ－ꎬ－)
(０ꎬ－ꎬ－)
(＋ꎬ０ꎬ－)
(０ꎬ－ꎬ－)

２.２　 极端多稳态现象

下面研究降维系统在单忆阻和非忆阻初值衍生参数同时变化时的极端多稳态现象. 图 ７ 绘制不同衍

生参数的 ６ 组吸引盆ꎬ除去每张吸引盆横纵坐标两个有变化区间的衍生参数ꎬ剩余 ３ 个衍生参数值均设置

为 ０ꎬ系统初值统一为(０ꎬ０ꎬ０). 图中ꎬ“ＳＰ”指稳定不动点ꎬ“Ｐ １ ~Ｐ ８”表示周期 １ 至周期 ８ 极限环ꎬ“ＣＭ”则
代表混沌、多周期等复杂运动.

图 ７ 中 ６ 组吸引盆关于坐标原点呈现多种运动状态共存和中心对称特性. 复杂运动状态被包裹于不同

周期数的周期区域内ꎬ复杂运动中镶嵌零星多周期运动. 从坐标原点向四处延伸ꎬ可以发现系统依次遍历复

杂运动、多周期运动、低周期运动和稳定不动点. 其中ꎬ图 ７(ａ)、图 ７(ｄ)、图 ７(ｅ)随衍生参数的增长ꎬ复杂运

动范围向边界无限延伸ꎬ而图 ７(ｂ)、图 ７(ｃ)、图 ７(ｆ)中周期运动区域将复杂运动完全包围住. 图 ７(ａ)、图 ７(ｃ)、
图 ７(ｅ)的复杂运动区域表现为“Ｓ”状演变趋势ꎬ平面主要被周期 １ 和复杂运动状态覆盖ꎬ其余周期状态小范

围贴合于复杂运动周围或零星镶嵌在复杂运动中. 而图 ７(ｂ)、图 ７(ｄ)、图 ７(ｆ)的复杂运动则均呈“螃蟹”状ꎬ
在关于原点中心对称的同时满足横纵坐标轴对称ꎬ大范围周期 １ 和混沌态共存ꎬ周期数由边界向原点方向递

增ꎬ最终将混沌态嵌套在内部. 相较于无源参数 β４ 分别与非忆阻衍生参数 β１、β２、β３ 的组合ꎬ有源参数 β５ 与

三者构成的吸引盆平面ꎬ具有更多周期态的同时不同周期态的分布范围更广ꎬ在相同条件下ꎬβ５ 对应的极端多

稳态范围更大且多稳态行为更复杂. 因此ꎬ可以认为控制有源参数时ꎬ振荡器具有较好的鲁棒性和结构稳定性.
进一步分析忆阻对系统极端多稳态特性的影响ꎬ选择 β４ 和 β５ 为控制参数ꎬ仿真相反非忆阻初始参数

条件下ꎬ振荡器在 β５－β４ 平面上关于 ｘｍａｘ的吸引盆如图 ８ 所示ꎬ参数区间选择参考图 ７. 从 β４ 来看ꎬ两张吸

引盆中的 １０ 种运动状态均关于 β４ ＝ ０ 对称ꎬ系统对称性在无源忆阻的影响下仍然延续下来ꎬ反观 β５ꎬ当
｜ β５ ｜ >２.８ 时系统动力学行为关于 β５ ＝ ０ 对称ꎬ而在－２.８<β５<２.８ 范围内对称性遭到破坏ꎬ这种现象可能和

忆阻有源性相关. 同时在该区间内ꎬ改变非忆阻衍生参数正负ꎬ发现图 ８ 两者运动状态反向对称. 由此可

以推断ꎬ有源磁控忆阻的存在ꎬ极大地丰富了 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器的极端多稳态行为.
—５１—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 ２１ 卷第 ３ 期(２０２１ 年)

图 ７　 吸引盆平面

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ

图 ８　 双忆阻衍生参数 β５－β４ 平面吸引盆ꎬ初值(０ꎬ０ꎬ０)

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｔｈｅ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ β５－β４ ｐｌａｎｅꎬｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ(０ꎬ０ꎬ０)
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验证降维系统的极端多稳态性ꎬ利用相轨迹观察图 ７(ｂ)和图 ８ 中吸引盆某些离散点的吸引子运动状

态如图 ９ 所示. 其中图 ９(ａ) ~图 ９(ｄ)再现 β１ 和 β５ 吸引盆平面的共存吸引子ꎬ设置(β２ꎬβ３ꎬβ４)＝ (０ꎬ０ꎬ
０)ꎬ选择 ｘｚ平面上数值仿真. 在图 ９(ａ)中ꎬ当 β１ ＝ ±０.７ꎬβ５ ＝ ±６ 时ꎬ无论两值同号或异号ꎬ对称系统均表现

为周期 １ 极限环共存ꎬ因此仅绘制同号时相图ꎻ而在图 ９(ｂ) ~图 ９(ｄ)中ꎬ随着 β１ 和 β５ 取值不同ꎬ同号或

异号时表现为不同拓扑结构的吸引子共存ꎬ反映系统在初值域中心对称的特点. 图 ９(ｂ)同号时呈现周期

２ 共存ꎬ异号时为周期 ４ 共存ꎬ图 ９(ｃ)则出现周期 ３ 与单涡卷共存ꎬ而图 ９(ｄ)表现为不同拓扑的周期 ３ 和

双涡卷共存. 对应参数值在图中标出ꎬ随着取值愈发接近原点ꎬ系统运动状态逐渐复杂ꎬ呈现低周期到高

周期、单涡卷到多涡卷的变化ꎬ吸引子拓扑结构不断丰富ꎬ既验证了吸引盆的极端多稳态性ꎬ又揭示不同取

值下的吸引子运动轨迹. 图 ９(ｅ)和图 ９(ｆ)是在 ｙｚ平面仿真的图 １０ 对应的相位图ꎬ其中非忆阻项 β１ ＝β２ ＝
β３ ＝ ±１０－６ꎬ周期域选取 β４ ＝ ±０.２ꎬβ５ ＝ ±１.８ꎬ非忆阻与忆阻项同号时为相平面内小幅振荡的周期 １ 极限环共

存ꎬ异号则呈现出小幅周期 ２ 极限环共存. 而当 β４ ＝ ±０.６ꎬβ５ ＝ ±１.５ 时ꎬ无论同号异号系统均为双涡卷混沌

态共存. 对比图 ９(ｅ)和图 ９(ｆ)ꎬ观察到两者在衍生参数同号时吸引子位置发生颠倒ꎬ由此看出双忆阻平

面存在运动状态和拓扑结构更复杂的超级多稳态现象.

图 ９　 吸引子共存相轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

２.３　 类神经元的 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象

研究双忆阻衍生参数影响的吸引子共存情况. 固定非忆阻参数为(β１ꎬβ２ꎬβ３)＝ (±１０－６ꎬ±１０－６ꎬ±１０－６)ꎬ
选择两组不同双忆阻参数值ꎬ观察到图 １０ 的两种类神经元 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象. 当取 β４ ＝ ±０.５ꎬβ５ ＝ ±３ 时ꎬ仿真

得到图 １０(ａ)、图 １０(ｂ)ꎬ图 １０(ａ)是舍去前 １００ ｓ 时间后ꎬ截取的 ｔ∈(１００ꎬ３００)的 ｚ 方向时序图ꎬ混沌态

的 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 行为由非周期性小幅振荡的沉寂态和尖峰状的激发态组成. 沉寂态的小幅振荡在 ｚ＝ ０ 附近ꎬ衍
—７１—
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生参数均为正时向上跳变激发ꎬ为负时则是相同幅值的负方向激发ꎬ对应 ｙｚ 平面共存相图在图 １０(ｂ)中
给出ꎬ观察到运动轨迹由原点处稳定的小幅振荡出发ꎬ随取值正负表现为对称的向上或向下激发的大幅值

混沌环状态. 保持 β５ 不变ꎬ调整 β４ ＝ ±０.６ꎬ得到异于上述 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象的图 １０(ｃ)、图 １０(ｄ) . 对比发现ꎬ该
种情况下衍生参数均为正时ꎬ运动轨迹表现为在 ｚ＝ ２.５ 附近的沉寂态ꎬ向负方向激发的尖峰ꎬ取值为负时

则是在 ｚ＝ －２.５ 处小幅振荡ꎬ向正方向大幅值激发ꎬ相轨迹也体现了这种特点.

图 １０　 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ

综上所述ꎬ忆阻衍生参数的微调导致对称系统两种不同趋势的混沌 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 共存现象的出现:相同处

沉寂ꎬ向相反方向激发ꎻ相反处沉寂ꎬ向相同处激发. 可以看出ꎬ忆阻引入极大的丰富系统的动力学行为ꎬ
类神经元现象的捕捉对于研究自治系统与神经网络的关系具有重要意义.

３　 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 数字电路实验

验证 Ｍａｔｌａｂ 数值仿真的结果ꎬ构建 ３ 阶韦库域 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 系统的 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 等效电路. 根据式(１１)和基本

运算电路模块(求和、积分、反向等)ꎬ采用电阻、电容、运算放大器和模拟乘法器等元件设计的等效电路模

型如图 １１ 所示. 该电路包括 ３ 个线性通道、３ 个非线性通道和 ５ 个直流电压源. 其中ꎬ线性第一通道实现

的是中间函数 ｙ－ｘꎬ线性第二和第三通道分别对应式(１１)的 ｇ１(ｙ－ｘ)和 ｇ２(ｙ)函数ꎬ３ 个非线性通道分别

对应式(１１)的微分方程组ꎬ具体元件参数在图 １１ 中一一标注.
考虑等效电路的正确性ꎬ将图 １１(ｂ)的 ｘꎬｙꎬｚ 输出端分别连接至示波器ꎬ观察降维系统的 ｘｙ、ｙｚ 面相

图如图 １２(ａ)、图 １２(ｂ)所示. 容易看出ꎬ实验波形与图 ４ 的数值仿真结果一致.
紧接着ꎬ确认系统极端多稳态行为的丰富性ꎬ验证图 ９ 部分吸引子相轨迹ꎬ调整图 １１ 中等效直流电压

源 β１ꎬβ２ꎬβ３ꎬβ４ꎬβ５ 值ꎬ在示波器中捕捉对应相位图如图 １３ 所示. 图 １３(ａ) ~图 １３(ｄ)是对图 ９(ｂ)４ 种初

值衍生参数情况下的相轨迹捕捉ꎬ图 １３(ｅ) ~图 １３(ｈ)是对图 ９(ｃ)的验证ꎬ图 １３(ｉ)、图 １３(ｊ)验证图 ９(ｅ)
非忆阻和忆阻参数异号的周期 ２ 共存现象ꎬ图 １３(ｋ)、图 １３(ｌ)捕捉图 ９(ｆ)的双涡卷轨迹.

图 １４ 是在等效电路中结合图 １０ 的参数取值ꎬ对类神经元 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象的复现. 可以发现ꎬ示波器的

时序图和相轨迹与数值仿真高度一致ꎬ自治系统中受忆阻初值影响的 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象得到充分证明ꎬ系统降

维后初值易于调控的特点对超级多稳态现象的验证以及数字电路实验都有极大裨益.

—８１—
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图 １２　 相位图:韦库域模型

Ｆｉｇ􀆰 １２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ:ｆｌｕｘ￣ｃｈａｒｇｅ ｄｏｍａｉｎ ｍｏｄｅｌ

图 １１　 三阶降维 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器等效电路

Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｉｒｃｕｉｔ ｏｆ ｔｈｉｒｄ￣ｏｒｄｅｒ ｒｅｄｕｃｅｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ Ｓｈｉｎｒｉｋｉ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ
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图 １３　 吸引子相轨迹图验证

Ｆｉｇ􀆰 １３　 Ｔｈｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｐｈａｓｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

图 １４　 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象验证

Ｆｉｇ􀆰 １４　 Ｔｈｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｂｕｒｓｔｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ
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４　 结论

本文根据伏安域双忆阻 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器ꎬ采用磁通－电荷分析方法ꎬ构建系统韦库域降维模型. 通过共

存分岔和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分析ꎬ发现表征电感的参数 ｃ、电导的参数 ｄ 在特定区间内产生对称动力学行

为. 然后ꎬ重点探讨含忆阻初值衍生参数的极端多稳态现象ꎬ振荡器对系统状态方程初值表现出敏感性ꎬ
初值变化引起多种运动状态吸引子共存ꎬ并通过相轨迹图验证. 紧接着ꎬ分析忆阻初值域的两种类神经元

Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象. 最后ꎬ利用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 电路仿真软件ꎬ实现降维前 /后的忆阻混沌电路ꎬ通过示波器捕捉相应的

超级多稳态吸引子相轨迹图ꎬ完成对 Ｂｕｒｓｔｉｎｇ 现象的观察ꎬ验证了数值仿真的正确性.
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