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控制方向未知的非线性系统有限时间跟踪控制

孟　 波ꎬ刘文慧

(南京师范大学南瑞电气与自动化学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 研究了一类具有输入死区以及控制方向未知的严格反馈非线性系统有限时间输出反馈跟踪控制问题.
首先ꎬ通过坐标变换ꎬ将所研究的控制方向未知的非线性系统转化为控制增益已知的等效系统. 然后ꎬ设计了一

个模糊状态观测器来逼近不可测的状态ꎬ引入 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数来解决控制方向未知的困难. 基于模糊状态观测

器ꎬ通过反步法利用变换后的系统间接得到原系统的控制器. 此外ꎬ该控制器可以保证跟踪误差在有限时间内收

敛于原点的一个小邻域ꎬ且闭环系统中的所有信号都保持有界. 最后ꎬ通过一个仿真算例验证了该控制方法的可

行性和有效性.
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近年来ꎬ非线性系统有限时间稳定控制问题受到了国内外学者广泛的关注. 从工程实践的角度来看ꎬ
有限时间稳定性比渐近时间稳定性更有意义ꎬ比如行驶中的汽车制动问题. 线性系统的有限时间控制问

题是由 Ｔａｎｇ[１]所提出ꎬ该方法是更优于线性滑膜方法的终端滑膜方法. Ｌｙａｐｕｎｏｖ 有限时间稳定性理论很

好地解决了在非线性系统中由滑模控制器引起的抖振问题[２] . 近年来ꎬＬｙａｐｕｎｏｖ 有限时间稳定性理论的

应用愈发广泛[３－６] . Ｌｉ 等[７]对一类多输入多输出的非严格反馈非线性系统结合反步法和动态面控制设计

了有限时间控制器. 在现实生活中ꎬ船只航向、航空航天等的自动控制问题广泛涉及到控制方向未知的非

线性系统ꎬ但是上述文献[３－７]并没有讨论当非线性系统控制方向未知时的控制问题. 在这一领域具有开

拓性意义的是 Ｎｕｓｓｂａｕｍ[８]提出的利用 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数解决控制方向未知这一难题的方法ꎬ该方法至今仍

是解决控制方向未知问题的主要方法. 文献[９－１０]都是通过坐标变换将原系统转换为控制增益已知的新

系统后设计了状态观测器应用 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数和反步法来设计控制器ꎬ所不同的是前者设计的是线性观测

器而后者设计的是模糊状态观测器. 文献[１１－１２]都利用了 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数和动态面控制思想分别解决了
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系统控制增益符号未知的问题以及“计算膨胀”现象. 但是上述文献[８－１２]并没有考虑有关控制方向未

知的非线性系统的有限时间控制问题.
鉴于此ꎬＭａ 等[１３]针对一类具有执行器故障和未知控制方向的非线性系统设计了控制器ꎬ并且可以保

证该系统全局有限时间镇定. Ｗｕ 等[１４]针对多未知控制方向的非线性系统提出了一种全局有限时间控制

策略ꎬ文献[１５]在文献[１４]的基础上对于多未知控制方向非线性系统增加了未知参数并设计了全局有限

时间控制器. 但是上述文献[１２－１５]都基于系统状态向量可测情形. 另一方面ꎬ作为控制系统中常见的非

线性问题ꎬ死区往往会降低系统的控制性能ꎬ甚至导致控制系统的不稳定[１６－１９] .
对于一类控制方向未知的不确定非线性系统的有限时间自适应输出反馈跟踪控制问题ꎬ本文主要做

以下工作:
(１)针对文献[３－７]中系统均为控制方向已知ꎬ本文假设系统控制方向未知并借助 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数来

解决.
(２)对比文献[８－１２]没有考虑有关控制方向未知的非线性系统的有限时间控制问题ꎬ本文对于此类

系统设计了一种新的有限时间控制器.
(３)对于文献[１２－１５]的控制器是基于系统状态反馈设计的ꎬ本文对此条件进行了放宽ꎬ以此提出的

控制策略可以更广泛地应用于工程实践.

１　 问题描述、预备知识和模糊逻辑系统

１.１　 问题描述

考虑下面严格反馈非线性系统:

ｘ̇ｉ ＝ ｓｉｘｉ＋１＋ｆｉ(􀭵ｘｉ)＋ｄｉ( ｔ)ꎬ

ｘ̇ｎ ＝ ｓｎＨ(υ)＋ｆｎ(􀭵ｘｎ)＋ｄｎ( ｔ)ꎬ
ｙ＝ ｘ１ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

式中ꎬ１≤ｉ≤ｎ－１ꎬ􀭵ｘｉ ＝[ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｉ] Ｔ∈Ｒｉ 表示状态向量ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬｙ∈Ｒ 是系统输出. ｆｉ(􀭵ｘｉ)是未知光

滑非线性函数ꎬｓｉ 为未知常数ꎬｄｉ( ｔ)表示有界的外部干扰. υ是待设计控制输入信号ꎬＨ(υ)为死区输出. 为
了便于控制系统的设计ꎬ死区 Ｈ(υ)特性表示为[１９]:

Ｈ(υ)＝
μ１(υ－γ１)ꎬ υ≥γ１ꎬ

０ꎬ －γ２≤υ≤γ１ꎬ
μ２(υ＋γ２)ꎬ υ≤－γ２ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

式中ꎬ参数 μ１ꎬμ２ꎬγ１ 和 γ２ 是未知常数ꎬγ１>０ꎬγ２>０ 表示输入非线性的断点ꎬ假设存在正常数μ

)

ꎬμ

(

ꎬ满足μ

)

<μ１<

μ

(

ꎬμ

)

<μ２<μ

(

ꎬ则 Ｈ(υ)可以表示为:
Ｈ(υ)＝ μ( ｔ)υ＋Δ( ｔ) . (３)

式中

Δ( ｔ)＝
μ１γ１ꎬ υ≥γ１ꎬ
０ꎬ －γ２≤υ≤γ１ꎬ
μ２γ２ꎬ υ≤－γ２ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

μ( ｔ)＝
μ１ꎬ υ≥γ１ꎬ
０ꎬ －γ２≤υ≤γ１ꎬ
μ２ꎬ υ≤－γ２ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

然后可以得到:
０<μ

)

<μ( ｔ)<μ

(

ꎬ
｜Δ( ｔ) ｜≤Δ０ ＝ｍａｘ{μ

(

｜ γ１ ｜ ꎬμ

(

｜ γ２ ｜ } .
{ (４)

假设 １　 存在未知正常数 􀭵ｄｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ有 ｜ ｄｉ ｜≤􀭵ｄｉ .
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假设 ２　 参考信号 ｙｒ 和它的 ｎ阶导数均是分段连续ꎬ已知且有界的.
１.２　 预备知识

引理 １[２０] 　 存在正定函数 Ｖ(ξ)和常数 ｃ>０ꎬ０<β<１ꎬχ>０ꎬａ<ｂ≤１. 若非线性系统 ξ̇＝ ｆ(ξ)满足 Ｖ̇(ξ)≤

－ｃＶβ(ξ)＋χꎬ则非线性系统 ξ̇＝ｆ(ξ)是半全局实际有限时间稳定. Ｔｒｅａｃｈ ＝
１

(１－β)ｂｃ
Ｖ１－β(ξ(０))－

χ
(１－ｂ)ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１－β) / β
é

ë
êê

ù

û
úú 定

义为到达时间ꎬ其中 Ｖ(ξ(０))是 Ｖ(ξ)的初值.

引理 ２[２０] 　 对于任意的正常数 μꎬ ꎬκ 和实变量 ｅꎬℓ 有不等式 ｜ ｅ ｜ μ ｜ ℓ ｜ ≤ μ
μ＋ 
κ ｜ ｅ ｜ μ＋ ＋  

μ＋ 
κ

－μ
 ｜ ℓ ｜ μ＋ 

成立.

引理 ３[２０] 　 对于微分方程 ζ^
􀅰
( ｔ)＝ －ϑζ^( ｔ)＋ρϕ( ｔ)ꎬ其中 ϑ>０ꎬρ>０ 是常数ꎬϕ( ｔ)是正函数.若对所有的

ｔ≥ｔ０ꎬϕ( ｔ)≥０ꎬ且在初始条件 ζ^( ｔ０)≥０ 时ꎬζ( ｔ)≥０ 成立.

应用 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 类型的函数性质来解决控制方向未知的问题 ｓ ｉꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ. 其性质为 ｌｉｍ
ｓ→∞

ｓｕｐ １
ｓ
×

∫ｓ
０
Ｎ(η)ｄη＝∞ ꎬｌｉｍ

ｓ→∞
ｉｎｆ １
ｓ ∫

ｓ

０
Ｎ(η)ｄη＝ －∞ ꎬ本文选用 ｅｘｐ(η２)ｃｏｓ((π / ２)η)作为 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数.

引理 ４[９] 　 设 Ｖ(ｔ)≥０ 且 η(ｔ)是定义在[０ꎬｔｆ)上的光滑函数ꎬ同时函数 Ｎ(η)是一个光滑 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 类

型的偶函数. 则有不等式 Ｖ(ｔ)≤ｌ０＋ｅ
－ｌ１ｔ∫ｔ

０
[ｇ( )Ｎ(η)＋１]η̇ｅｌ１ ｄ 成立ꎬ其中 ｌ０ 和 ｌ１ 是正常数ꎬｇ( ｔ)是一个变

量ꎬ满足 ｇ(ｔ)∈[ｍ１ꎬｍ２]ꎬ其中 ０<ｍ１<ｍ２ 或者ｍ１<ｍ２<０ꎬｍ１ꎬｍ２ 为常数ꎬ则 Ｖ(ｔ)ꎬη(ｔ)ꎬ ∫ｔ
０
[ｇ( )Ｎ(η)＋１]η̇ｄ 

在[０ꎬｔｆ)上均有界.
１.３　 模糊逻辑系统

系统中的未知非线性项用模糊逻辑系统描述如下ꎬＩＦ￣ＴＨＥＮ 规则:
Ｒｌ:如果 ｘ１ 是 Ｂｌ１ꎬｘ２ 是 Ｂｌ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ 是 Ｂｌｎꎬ则 ｙＡ 为 Ａｌꎬｌ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ 其中 Ｂｌｉ 和 Ａｌ 分别是与模糊函数

μＢｌｉ(ｘｉ)和 μＡｌ(ｙＡ)相关的模糊集ꎬＮ是模糊规则数.通过单点模糊化、中心加权平均解模糊化、乘积推理ꎬ模

糊逻辑系统为 ｙＡ(ｘ)＝
∑
Ｎ

ｌ ＝ １

􀭺ϕｌ∏
ｎ

ｉ ＝ １
μＢｌｉ(ｘｉ)

∑
Ｎ

ｌ ＝ １
∏
ｎ

ｉ ＝ １
μＢｌｉ(ｘｉ)[ ]

ꎬ其中 􀭺ϕ满足 μＡｌ(􀭺ϕｌ)＝ ｍａｘ{μＡｌ(ｙＡ) ｜ ｙＡ∈Ｒ} .

定义模糊基函数为 φｌ ＝
∏
ｎ

ｉ ＝ １
μＢｌｉ(ｘｉ)

∑
Ｎ

ｌ ＝ １
∏
ｎ

ｉ ＝ １
μＢｌｉ(ｘｉ)[ ]

令 θ＝[􀭺ϕ１ꎬ􀭺ϕ２ꎬ􀆺ꎬ􀭺ϕＮ] Ｔ ＝[θ１ꎬθ２ꎬ􀆺ꎬθＮ] ＴꎬφＴ(ｘ)＝ [φ１(ｘ)ꎬ

φ２(ｘ)ꎬ􀆺ꎬφＮ(ｘ)]则模糊逻辑系统可以表示为:ｙＡ(ｘ)＝ θＴφ(ｘ) .
引理 ５[２０] 　 对于任意给定的常数 Ξ>０ꎬ在紧集 Ω 内定义连续函数 ｆ(ｘ)ꎬ有ｓｕｐ

ｘ∈Ｒ
｜ ｆ(ｘ) －θＴφ(ｘ) ｜ ≤Ξ

成立.

２　 模糊状态观测器设计

对系统(１)进行坐标变换由 ξｉ ＝ＴｉｘｉꎬＴｉ ＝ ∏
ｎ

ｊ ＝ ｉ
ｓ－１ｊ ꎬ原系统转变为:

ξ̇ｉ ＝ ξｉ＋１＋ｇｉ(􀭵ξ ｉ)＋Ｄｉ( ｔ)ꎬ

ξ̇ｎ ＝Ｈ(υ)＋ｇｎ(􀭵ξｎ)＋Ｄｎ( ｔ)ꎬ
ｙ＝ψξ１ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(５)

式中ꎬ１≤ｉ≤ｎ－１ꎬ􀭵ξ ｉ ＝[ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｉ] Ｔꎬｇｉ(􀭵ξ ｉ)＝ Ｔｉ ｆｉ(􀭵ｘｉ)ꎬＤｉ( ｔ)＝ Ｔｉｄｉ( ｔ)ꎬψ＝ ∏
ｎ

ｊ ＝ １
ｓ ｊ≠０.

—５３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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假设 ３　 在系统(１)中ꎬｓｉ 的符号是未知的ꎬ且 ｓｉ≠０ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬψ＝ ∏
ｎ

ｊ ＝ １
ｓ ｊ≠０ 是已知的.

从假设 １ 可得ꎬ存在一个未知正常数 􀭺Ｄｉ 有 ｜Ｄｉ ｜ ２≤􀭺Ｄｉꎬ将系统(５)写成状态空间形式:

ξ̇＝Ａξ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉ[ｇｉ(􀭵ξ ｉ)＋Ｄｉ]＋ＢＨ(υ)＋Ｋξ１ . (６)

式中

Ａ＝

－ｋ１
－ｋ２ Ｉｎ－１
⋮
－ｋｎ ０ 􀆺 ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬＫ＝

－ｋ１
－ｋ２
⋮
－ｋｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ꎬＢ＝
０
⋮
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ꎬＢｉ ＝[０ꎬ􀆺ꎬ０ꎬ１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０] Ｔ .

选择向量 ＫꎬＡ 是一个严格 Ｈｕｒｗｉｔｚ 矩阵ꎬ对于任意给定的正定对称矩阵 Ｑ＝ＱＴ>０ꎬ有正定矩阵 Ｐ 满足

等式 ＡＴＰ＋ＰＡ＝ －２Ｑ. 假设原系统只有输出信号 ｙ 是可测的ꎬ因此设计一个模糊状态观测器来估计不可测

的状态. 定义 ｇｉ(􀭵ξ ｉ ｜ θｉ)＝ θＴ
ｉ φｉ(􀭵ξ ｉ)ꎬｇ^ｉ(􀭰ξ

＾

ｉ ｜ θｉ)＝ θＴ
ｉ φｉ(􀭰ξ

＾

ｉ)其中􀭵ξ
＾

ｉ ＝[ ξ^１ꎬξ^２ꎬ􀆺ꎬξ^ｉ] Ｔ 是􀭵ξ ｉ ＝[ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｉ] Ｔ 的估

计ꎬ定义变量误差 δｉ 和 εｉ 分别为 δｉ ＝ｇｉ(􀭵ξ ｉ)－ｇ^ｉ(􀭵ξ
＾

ｉ ｜ θｉ)ꎬεｉ ＝ｇｉ(􀭵ξ ｉ)－ｇ^ｉ(􀭵ξ
＾

ｉ ｜ θ∗
ｉ )其中 θ∗

ｉ 是最优参数向量. 定
义 δ′ｉ ＝ δｉ＋Ｄｉꎬε′ｉ ＝εｉ＋Ｄｉ 存在常数 􀭰δｉ 和 􀭵εｉꎬ有 ｜ ε′ｉ ｜≤􀭵εｉꎬ ｜ δ′ｉ ｜≤􀭰δｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ. 将模糊状态观测器设计为:

ξ^
􀅰

＝Ａξ^＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉ ｇ^ｉ(􀭵ξ

＾

ｉ ｜ θｉ)＋ＢＨ(υ)＋Ｋξ１ . (７)

令 􀭹ξ＝ξ－ξ^＝[􀭹ξ１ꎬ􀭹ξ２ꎬ􀆺ꎬ􀭹ξｎ] Ｔ 为观测器误差ꎬ根据(６)和(７)可得 􀭹ξ
􀅰

＝ Ａ􀭹ξ＋δꎬ其中 δ ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉ [ｇｉ(􀭵ξ ｉ) －

ｇ^ｉ(􀭵ξ
＾

ｉ ｜ θｉ)＋Ｄｉ] ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｂｉ[δｉ＋Ｄｉ] ＝[δ′１ꎬδ′２ꎬ􀆺ꎬδ′ｎ]ꎬ令 􀭰δ＝‖δ‖２ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
δ′２ｉ . 选择 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为:

Ｖ０ ＝
１
２
􀭹ξＴＰ􀭹ξ. (８)

由 ＡＴＰ＋ＰＡ＝ －２Ｑꎬ􀭹ξ
􀅰

＝Ａ􀭹ξ＋δ以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式可得 Ｖ０ 的导数满足下式:

Ｖ̇０≤－ λｍｉｎ(Ｑ)－ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú ‖􀭹ξ‖２＋ １

２
‖Ｐδ‖２ . (９)

注 １　 可以看到在系统(５)中ꎬ所有的控制增益都是已知的. 由于(５)由原系统(１)通过线性变换所

得ꎬ所以(５)中所有的状态都是不可知的. 因此ꎬ本文设计了一个模糊状态观测器来估计(５)中不可测的状

态ꎬ然后基于此观测器提出了一种新的有限时间控制策略.

３　 控制器设计和稳定性分析

３.１　 控制器设计

提出一种基于反步法的自适应有限时间控制方案. 跟踪误差 ｚｉ 以及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数分别为:
ｚ１ ＝ ｙ－ｙｒꎬ (１０)

ｚｉ ＝ ξ^ｉ－αｉ－１ꎬｉ＝ ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ (１１)

Ｖｉ ＝Ｖｉ－１＋
１
２
ｚ２ｉ ＋

１
２ｑｉ

􀭹θＴ
ｉ
􀭹θｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ. (１２)

式中ꎬｙｒ 是参考信号ꎬαｉ 是虚拟控制信号ꎬ􀭹θｉ ＝θ∗
ｉ －θｉꎬｑｉ>０ 是待设计参数.

第 １ 步:由(５)、(１０)计算跟踪误差导数为下式ꎬ其中 ε′１ ＝ε１＋Ｄ１ꎬ

ｚ̇１ ＝ψ(􀭹ξ２＋ｚ２＋α１＋θ∗Ｔ
１ φ１( ξ^１)＋ε′１)＋􀭹θＴ

１φ１( ξ^１)＋θＴ
１φ１( ξ^１)－θ∗Ｔ

１ φ１( ξ^１)－ｙ̇ｒ . (１３)
由(１２)、(１３)计算 Ｖ１ 的导数为:

　 　 　 Ｖ̇１ ＝ ＝ Ｖ̇０＋ｚ１ψｚ２＋ｚ１(ψ(􀭹ξ２＋α１＋θ∗Ｔ
１ φ１( ξ^１)＋ε′１)＋θＴ

１φ１( ξ^１)－θ∗Ｔ
１ φ１( ξ^１)－ｙ̇ｒ)＋

１
ｑ１

􀭹θＴ
１(ｑ１ｚ１φ１( ξ^１)－θ̇１) . (１４)

—６３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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应用 Ｙｏｕｎｇ 不等式且由 φＴ
１( ξ^１)φ１( ξ^１)<１ 可得:

ｚ１ψ(􀭹ξ２＋θ∗Ｔ
１ φ１( ξ^１)＋ε′１)≤

３
２
ψ２ｚ２１＋

１
２
‖􀭹ξ‖２＋ １

２
􀭵ε２１＋

１
２
‖θ∗

１ ‖２ . (１５)

ｚ１θ∗Ｔ
１ φ１( ξ^１)≤

１
２
ｚ２１＋

１
２
‖θ∗

１ ‖２ . (１６)

将(１５)、(１６)代入(１４)可得:

　 Ｖ̇１≤Ｖ̇０＋ｚ１ψｚ２＋ｚ１ ψα１＋
３
２
ψ２ｚ１＋

１
２
ｚ１＋θＴ

１φ１( ξ^１)－ｙ̇ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
‖􀭹ξ‖２＋ １

２
􀭵ε２１＋‖θ∗

１ ‖２＋ １
ｑ１

􀭹θＴ
１(ｑ１ｚ１φ１( ξ^１)－θ̇１) . (１７)

虚拟控制信号 α１ 与自适应律 θ̇１ 设计如下ꎬ其中 ｃ１>０ꎬσ１>０ 是待设计参数ꎬα１ 是 ｙꎬｙｒꎬｙ̇ｒꎬθ１ꎬξ^１ꎬη１ 的

函数

α１ ＝Ｎ(η)􀭵α１ꎬ􀭵α１ ＝ ｃ１ｚ２β
－１

１ ＋ ３
２
ψ２ｚ１＋

１
２
ｚ１＋θＴ

１φ１( ξ^１)－ｙ̇ｒꎬ (１８)

η̇＝ ｚ１􀭵α１ꎬ (１９)

θ̇１ ＝ ｑ１ｚ１φ１( ξ^１)－σ１θ１ . (２０)

将(１８)、(１９)、(２０)代入(１７)且由(１３)可得下式ꎬ其中 ω１ ＝
１
２
􀭵ε２１＋‖θ∗

１ ‖２ꎬ

Ｖ̇１≤－[λｍｉｎ(Ｑ)－１]‖􀭹ξ‖２＋ｚ１ψｚ２－ｃ１ｚ２β１ ＋(ψＮ(η)＋１) η̇＋ω１＋
σ１

ｑ１
􀭹θＴ

１θ１ . (２１)

第 ｉ( ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ－１)步:由(５)、(６)ꎬ计算 ｚｉ 的导数为:

ｚ̇ｉ ＝ ｚｉ＋１＋αｉ＋θ∗Ｔ
ｉ φｉ(􀭵ξ

＾

ｉ)＋εｉ－δｉ＋ｋｉ􀭹ξ１－α̇ｉ－１ . (２２)
根据(１２)和(２２)ꎬＶｉ 的导数为:

Ｖ̇ｉ ＝ Ｖ̇ｉ－１＋ｚｉｚｉ＋１＋ｚｉ(αｉ＋θＴ
ｉ φｉ(􀭰ξ

＾

ｉ)＋εｉ－δｉ＋ｋｉ􀭹ξ１－
∂αｉ－１
∂ｙ
ψｙ̇－Ｍｉ)＋

１
ｑｉ
􀭹θＴ
ｉ (ｑｉｚｉφｉ(􀭵ξ

＾

ｉ)－θ̇ｉ) . (２３)

式中ꎬＭｉ ＝ ∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

∂αｉ－１
∂ξ^ ｊ

( ξ^ ｊ＋１＋θＴ
ｊ φｊ(􀭵ξ

＾

ｊ)＋ｋ ｊ􀭹ξ１)＋ ∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

∂αｉ－１
∂θｊ

θ̇ｊ＋ ∑
ｉ

ｊ ＝ １

∂αｉ－１
∂ｙ( ｊ－１)ｒ

ｙ( ｊ)ｒ ＋
∂αｉ－１
∂η
η̇ꎬ应用 Ｙｏｕｎｇ’ｓ 不等式可得:

ｚｉ εｉ－δｉ－
∂αｉ－１
∂ｙ
ψ􀭹ξ２－

∂αｉ－１
∂ｙ
ψξ^２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｚ２ｉ ＋

１
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ξ^２２ｚ２ｉ ＋
１
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ψ２ｚ２ｉ ＋
１
２
􀭰δｉ＋

１
２
ψ２＋ １

２
􀭵ε２ｉ ＋‖􀭹ξ‖２ꎬ (２４)

ｚｉ －
∂αｉ－１
∂ｙ
ψθ∗Ｔ

１ φ１( ξ^１)－
∂αｉ－１
∂ｙ
ψε′１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ψ２ｚ２ｉ ＋
１
２
‖θ∗

１ ‖２＋ １
２
􀭵ε２１ . (２５)

将(２４)、(２５)代入(２３)可得:

Ｖ̇ｉ ＝ Ｖ̇ｉ－１＋ｚｉｚｉ＋１＋ｚｉ(αｉ＋ｚｉ＋
３
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ψ２ｚｉ＋
１
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ξ^２２ｚｉ＋θＴ
ｉ φｉ(􀭵ξ

＾

ｉ)＋ｋｉ􀭹ξ－Ｍｉ)＋

‖􀭹ξ‖２＋ １
２
ψ２＋ １

２
‖θ∗

１ ‖２＋ １
２
􀭵ε２１＋

１
２
􀭰δｉ＋

１
２
􀭵ε２ｉ ＋

１
ｑｉ
􀭹θＴ
ｉ (ｑｉｚｉφｉ(􀭵ξ

＾

ｉ)－θ̇ｉ) . (２６)

虚拟控制信号 αｉ 与自适应律设计 θ̇ｉ 设计如下ꎬ其中 ｃｉ>０ꎬσｉ>０ 是待设计参数.

αｉ ＝ －ｃｉｚ２β
－１

ｉ －ｚｉ－ｚｉ－１－
３
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ψ２ｚｉ－
１
２

∂αｉ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ξ^２２ｚｉ－θＴ
ｉ φｉ(􀭵ξ

＾

ｉ)－ｋｉ􀭹ξ１＋Ｍｉꎬ (２７)

θ̇ｉ ＝ ｑｉｚｉφｉ(􀭵ξ
＾

ｉ)－σｉθｉ . (２８)
由(２７)和(２８)代入(２６)可以得到:

Ｖ̇ｉ≤－[λｍｉｎ(Ｑ)－ｉ]‖􀭹ξ‖２＋ｚ１ψｚ２＋ｚｉｚｉ＋１－ ∑
ｉ

ｊ ＝ １
ｃｊｚ２βｊ ＋(ψＮ(η)＋１) η̇＋ ∑

ｉ

ｊ ＝ １

σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ θｊ＋ωｉ . (２９)

式中ꎬωｉ ＝ωｉ－１＋
１
２
ψ２＋ １

２
‖θ∗

１ ‖２＋ １
２
􀭵ε２１＋

１
２
􀭰δｉ＋

１
２
􀭵ε２ｉ .

—７３—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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第 ｎ步:求得 Ｖｎ 的导数为:

Ｖ̇ｎ ＝ Ｖ̇ｎ－１＋ｚｎ(μ( ｔ)υ＋Δ( ｔ)＋θＴ
ｎφｎ(􀭵ξ

＾

ｎ)－
∂αｎ－１
∂ｙ
ψｙ̇＋εｎ－δｎ＋ｋｎ􀭹ξ１－Ｍｎ)＋

１
ｑｎ

􀭹θＴ
ｎ(ｑｎｚｎφｎ(􀭵ξ

＾

ｎ)－θ̇ｎ) . (３０)

应用 Ｙｏｕｎｇ’ｓ 不等式ꎬ由(４)可得:

ｚｎΔ( ｔ)≤
１
２
ｚ２ｎ＋

１
２
Δ２

０ . (３１)

其余步骤类似于第 ｉ步ꎬ将实际控制器 υ和自适应律 θ̇ｎ 设计为:

υ＝ １
μ

) －ｃｎｚ２β
－１

ｎ －ｚｎ－１－
３
２
ｚｎ－

３
２

∂αｎ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ψ２ｚｎ－
１
２

∂αｎ－１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ξ^２２ｚｎ－􀭴θＴｎφｎ(􀭰ξ
＾

ｎ)－ｋｎ􀭴ξ１＋Ｍｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (３２)

θ̇ｎ ＝ ｑｎｚｎφｎ(􀭵ξ
＾

ｎ)－σｎθｎ . (３３)
由(３０)、(３１)、(３２)和(３３)可得:

Ｖ̇ｎ≤－[λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ]‖􀭹ξ‖２＋ｚ１ψｚ２－ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊｚ２βｊ ＋(ψＮ(η)＋１) η̇＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ θｊ＋ωｎ . (３４)

式中ꎬωｎ ＝ωｎ－１＋
１
２
ψ２＋ １

２
‖θ∗

１ ‖２＋ １
２
􀭵ε２１＋

１
２
􀭰δｎ＋

１
２
􀭵ε２ｎ＋

１
２
Δ２

０ .

３.２　 稳定性分析

定理 １　 考虑具有未知控制方向和输入死区的非线性系统(１)ꎬ在假设 ３ 和引理 ５ 的条件下ꎬ基于模

糊状态观测器设计的控制器(１８)、(２７)、(３２)和自适应律(２０)、(２８)、(２９)和(３３)可以保证此闭环系统

内所有信号的有界性和跟踪误差在原点处的收敛性.
证明:选择李雅普诺夫函数 Ｖ＝Ｖｎꎬ由(３４)有:

Ｖ̇≤－[λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ]‖􀭴ξ‖２＋ｚ１ψｚ２－ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊｚ２βｊ ＋(ψＮ(η)＋１) η̇＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ θｊ＋ωｎ . (３５)

根据引理 ４ꎬ可得(ψＮ(η)＋１) η̇是有界的ꎬ也就是说 ｜ (ψＮ(η)＋１) η̇ ｜≤ ꎬ其中 是一个正常数.
应用 Ｙｏｕｎｇ’ｓ 不等式ꎬ有

σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ θｊ ＝

σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ θ∗
ｊ －
σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ≤－ １

２
σ ｊ
ｑ ｊ
􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ＋

１
２
σ ｊ
ｑ ｊ
‖θ∗

ｊ ‖２ꎬ (３６)

ｚ１ψｚ２≤
１
２
ｚ２１ψ２＋ １

２
ｚ２２ . (３７)

根据(３５)、(３６)、(３７)及 ｜ (ψＮ(η)＋１) η̇ ｜≤ 可得下式ꎬ其中 ｃ^＝ｍｉｎ{σｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} .

Ｖ̇≤－
λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ
λｍｉｎ(Ｑ)

(λｍｉｎ(Ｑ)‖􀭴ξ‖２) β－[λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ]‖􀭴ξ‖２＋
λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ
λｍｉｎ(Ｑ)

(λｍｉｎ(Ｑ)‖􀭴ξ‖２) β－

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊｚ２βｊ ＋

１
２
( ｚ２１) βψ ２ － １

２
( ｚ２１) βψ ２ － １

２
ｚ２１ψ ２ ＋ １

２
( ｚ２２) β －

１
２
( ｚ２２) β －

１
２
ｚ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｃ^ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β

－ ｃ^ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β

－ ｃ^∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １

σ ｊ
２ｑ ｊ

‖θ∗
ｊ ‖２＋ωｎ＋ . (３８)

应用引理 ２ꎬ令 ｅ＝ １ꎬℓ１ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊꎬℓ２ ＝ ｚ２β１ ꎬℓ３ ＝λｍｉｎ(Ｑ)‖􀭹ξ‖２ꎬℓ４ ＝ ｚ２β２ ꎬμ ＝ １－βꎬ ＝ βꎬκ ＝ β

β
１－β可以得

到下列不等式:

ｃ^ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

β

≤ ｃ^(１ － β)κ ＋ ｃ^∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２ｑ ｊ

􀭹θＴ
ｊ
􀭹θｊꎬ (３９)

１
２
ｚ２β１ ψ２≤ １

２
ψ２(１－β)κ＋ １

２
ｚ２１ψ２ꎬ (４０)

(λｍｉｎ(Ｑ)‖􀭹ξ‖２) β≤(１－β)κ＋(λｍｉｎ(Ｑ)‖􀭹ξ‖２) βꎬ (４１)
１
２
ｚ２β２ ≤ １

２
(１－β)κ＋ １

２
ｚ２２ . (４２)

—８３—
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将(３９)、(４０)、(４１)和(４２)代入(３８)有:
Ｖ̇≤－􀭰ｃＶβ＋χ. (４３)

式中ꎬ􀭰ｃ＝ｍｉｎ
λｍｉｎ(Ｑ)－ｎ
λｍｉｎ(Ｑ)

ꎬ２βｃｊꎬ２β ｃ１－
１
２
ψ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ２β ｃ２－

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｃ^{ } ꎬχ＝ωｎ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １

σｊ
２ｑｊ

‖θ∗
ｊ ‖２＋ ＋ １

２
ψ２＋ ３

２
＋ｃ^æ

è
ç

ö

ø
÷ (１－β)κ.

令 Ｔ∗ ＝ １
(１－β)ｂ􀭰ｃ

Ｖ１－β( ｚ(０)ꎬ􀭹θ(０))－
χ

(１－ｂ)􀭰ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１－β) / β
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬ有 ｚ(０)＝ [ ｚ１(０)ꎬｚ２(０)ꎬ􀆺ꎬｚｎ(０)] Ｔꎬ􀭹θ(０) ＝

[􀭴θ１(０)ꎬ􀭴θ２(０)ꎬ􀆺ꎬ􀭴θｎ(０)] Ｔꎬ由引理 １ꎬ∀ｔ≥Ｔ∗ꎬＶβ( ｚꎬ􀭹θ)≤
χ

(１－ｂ)􀭰ｃ
ꎬ得此闭环系统中所有信号都是半全局

有限时间稳定的.此外∀ｔ≥Ｔ∗有不等式 ｜ ｙ－ｙｒ ｜ ≤２
χ

(１－ｂ)􀭰ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ２β

成立ꎬ即跟踪误差和观测器误差都收敛于

原点的一个小邻域ꎬ并在 Ｔ∗后保持在该邻域内.

４　 仿真实例

考虑下面非线性系统

ｘ̇１ ＝ ｓ１ｘ２＋０.０２ｘ３１＋０.０３ｘ２１＋０.０１ｓｉｎ(１.５ｔ)ꎬ

ｘ̇２ ＝ ｓ２Ｈ(υ)＋０.０５ｘ１ｘ３２＋０.０１ｃｏｓ ｘ１＋０.０２ｃｏｓ(２ｔ＋０.２５)ꎬ
ｙ＝ ｘ１ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４４)

式中ꎬｓ１ ＝ １ꎬｓ２ ＝ －１ꎬ参考信号 ｙｒ ＝ｓｉｎ ｔꎬ对原系统进行坐标变换后新系统和模糊观测器分别为:

ξ̇１ ＝ ξ２－０.０２ξ３１－０.０３ξ２１－０.０１ｓｉｎ(１.５ｔ)ꎬ

ξ̇２ ＝Ｈ(υ)－０.０５ξ１ξ３２－０.０１ｃｏｓ ξ１－０.０２ｃｏｓ(２ｔ＋０.２５)ꎬ
ｙ＝ －ξ１ .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４５)

ξ^
􀅰

１ ＝ ξ^２＋θＴ
１φ１( ξ^１)＋ｋ１􀭹ξ１ꎬ

ξ^
􀅰

２ ＝Ｈ(υ)＋θＴ
２φ２( ξ^１ꎬξ^２)＋ｋ２􀭹ξ１ .

{ (４６)

初值分别选为 ξ１(０)＝ ０.２ꎬξ２(０)＝ ０.２ꎬξ^１(０)＝ ０ꎬξ^２(０)＝ ０ꎬ跟踪误差 ｚ１ 定义为:ｚ１ ＝ ｙ－ｙｒ .
自适应律的初值为:θ１(０)＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎬ０.０１ꎬ０ꎬ０ꎬ０)ꎬθ２(０)＝ (０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０.０１ꎬ０ꎬ０)ꎬη(０)＝ １ꎬ设计参数

为 μ１ ＝ １.５ꎬμ２ ＝ １.５ꎬγ１ ＝ １ꎬγ２ ＝ １ꎬμ

)

＝ １ꎬｋ１ ＝ ４０ꎬｋ２ ＝ ３０ꎬψ２ ＝ １ꎬβ＝ ０.９９ꎬｃ１ ＝ ０.０１ꎬｃ２ ＝ ０.０１ꎬｒ１ ＝ ０.０２ꎬｒ２ ＝ ０.０２ꎬ
σ１ ＝ ０.４ꎬσ２ ＝ ０.４.

根据设计的控制器 υ仿真结果如图 １－图 ４ 所示ꎬ图 １ 是输出信号 ｙ 和参考信号 ｙｒ 的轨迹ꎬ图 ２ 是跟

踪误差 ｚ１ 的仿真结果. 由图 １ 和图 ２ 可以看出ꎬ输出信号 ｙ 在控制器 υ 的作用下具有良好的跟踪性能.
图 ３ 显示了经过坐标变换后式(４５)的状态变量和状态估计ꎬ图 ４ 给出了模糊自适应参数.

注 ２　 因为状态变量 ξ１ 是由原系统的状态变量 ｘ１ 经过线性变换得来的ꎬ所以本文最后的仿真结果给

出变换后的状态变量 ξ１ 及其状态估计 ξ^１ 的图像ꎬ也可反映出 ｘ１ 和 ｘ^１ 的变化情况.

图 １　 输出 ｙ 和参考信号 ｙｒ 的轨迹

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ｙ ａｎｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｓｉｇｎａｌ ｙｒ

图 ２　 跟踪误差 ｚ１
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｚ１

—９３—
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图 ４　 模糊自适应参数

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｆｕｚｚｙ ａｄａｐｔａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
图 ３　 状态变量 ξ１ 和它的估计量 ξ^１

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ξ１ ａｎｄ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ξ^１

５　 结论

本文针对一类具有输入死区以及控制方向未知且只有输出可测的非线性系统设计了半全局有限时间

控制器. 首先ꎬ引入坐标变换ꎬ将所研究的系统转化为控制增益已知的等效系统. 然后ꎬ设计了一个模糊状

态观测器来估计不可测的状态. 通过 Ｎｕｓｓｂａｕｍ 函数解决了该系统控制方向未知的困难ꎬ基于模糊状态观

测器ꎬ通过反步法利用变换后的系统间接得到原系统的控制器. 此外ꎬ由仿真算例可以看出在该控制器的

作用下跟踪误差在有限时间内保持有界并收敛至原点的一个小邻域内ꎬ且由引理 ４ 可知闭环系统中的所

有信号都保持有界.
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