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基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ
低通滤波电路振荡行为研究

张轩玮ꎬ闵富红ꎬ曹　 弋ꎬ叶彪明

(南京师范大学南瑞电气与自动化学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 设计一种基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路ꎬ将 ＰＮ 结型二极管与电感、电容串并联组合

所构成的混合二极管接入低通滤波电路的输入端ꎬ构建一种具有复杂动力学行为的混沌振荡电路. 引入不对称

系数来模拟实际电路中二极管元件之间电学特性的偏差ꎬ通过特定参数的相轨迹图、分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

对振荡电路的对称、不对称系数下两种振荡状态进行数值分析. 实验产生振荡电路中独特的吸引子共存现象ꎬ揭
示了受电路参数调节的对称、不对称共存分岔、反单调特性等丰富的动力学行为演化过程. 最后ꎬ基于 ＦＰＧＡ 技

术完成振荡电路的数字电路实验ꎬ验证了数值仿真的正确性和物理可实现性.
[关键词] 　 低通滤波振荡电路ꎬ混合二极管ꎬ共存分岔ꎬ反单调特性
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忆阻器是描述电荷和磁通关系的第四种电路元件ꎬ其本质可以看作是一个具有记忆功能的非线性电

阻[１] . 作为一种非线性元件ꎬ忆阻器与其他现有电路元件相互连接组合所构成非线性电路较为容易产生

混沌振荡信号ꎬ从而使电路呈现出复杂的动力学行为[２－３] . 由忆阻器构成的非线性振荡电路是建模和研究

非线性动态行为的实用工具ꎬ在安全通信、图像加密、人工神经网络和电力系统稳定性等科学和工程领域

得到了广泛的应用[４－７] . 近年来ꎬ由全波整流电路构成的二极管桥忆阻器受到国内外学者的青睐[８－１０]ꎬ相
较于由运算放大器和模拟乘法器等效实现的忆阻器ꎬ二极管桥忆阻的电路结构更为简单ꎬ没有接地的限

制ꎬ可以接在电路的任何地方. 现阶段已有多种基于二极管桥忆阻的非线性电路被设计和提出ꎬ包括基于

二极管桥忆阻的 Ｖａｎｄｅｒ Ｐｏｌ￣Ｄｕｆｆｉｎｇ 振荡器[１１]、非线性 Ｓｈｉｎｒｉｋｉ 振荡器[１２－１３]、基于一阶广义忆阻文氏桥振
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荡器[１４]、忆阻低通、高通滤波电路[１５－１７]等ꎬ通过相图、分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱探究了忆阻振荡电路中呈

现的多稳态特性[１８]、反单调性[１９]和隐藏吸引子[２０]等丰富的非线性动力学行为.
Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波电路是 １９５５ 年 Ｒ.Ｐ.Ｓａｌｌｅｎ 与 Ｅ.Ｌ.Ｋｅｙ 提出的一种由单个运算放大器和电阻、电

容组成的二阶滤波器ꎬ其拓扑结构简单、振荡稳定ꎬ通过改变单个可调电阻即可快速调整滤波器的输入ꎬ将
忆阻元件与 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 滤波器连接组合所构成的非线性振荡电路不但极大地降低了电路实验的复杂程

度ꎬ同时也能产生丰富的动力学现象. 其中ꎬ文献[２１]将一种改进型 ＰＩ 忆阻器与有源 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 滤波器连

接组合ꎬ构成了一种新型的无感忆阻蔡氏混沌电路ꎬ该电路的优点在于避免了电感对实际电路的影响ꎬ使
得实际电路具有较好的鲁棒性. 文献[２２]将忆阻二极管桥接入到 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波器的输入端ꎬ从中发

现了周期－混沌簇发振荡现象ꎬ并且在特殊的参数条件下还可产生快－慢通道效应[２３] . 文献[２４]提出了一

种基于五阶双忆阻器的蔡氏超混沌电路ꎬ该电路由 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 滤波器和蔡氏混沌电路组成ꎬ将原电路中的

线性电阻和非线性电阻替换为两种不同的忆阻ꎬ使用多种分析方法揭示了该电路的超级多稳态特性[２５]等

丰富的动力学行为. 文献[２６]中使用 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 滤波器代替原蔡氏电路的 ＬＣ 并联谐振ꎬ构建了一种新型

无电感蔡氏电路ꎬ发现了该电路的倍周期分岔和单、双涡卷吸引子共存等动力学行为ꎬ并且其简单的拓扑

结构和较小的印刷电路板尺寸有利于基于混沌的各种工程应用.
本文设计了一种基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路ꎬ利用反并联二极管与电感、电容的串

并联组合作为振荡电路中的非线性元件. 相较于上文中所述桥式二极管忆阻和蔡氏二极管忆阻ꎬ混合二极管

电路结构更为简单ꎬ易于实现ꎬ并且能够使电路呈现出更为丰富的动力学现象. 考虑到在实际电路设计中ꎬ各
元件之间的电学特性有细微的差异ꎬ本文通过引入不对称系数来模拟二极管之间电学特性的偏差ꎬ从而对非

线性振荡电路的对称以及不对称两种振荡状态分别进行数值分析. 分析结果表明ꎬ基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣
Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路存在丰富的动力学行为ꎬ包括共存分岔、多种对称、不对称共存吸引子和反单调特性

等. 最后ꎬ应用 ＦＰＧＡ 数字电路仿真对振荡电路进行实验ꎬ通过仿真波形验证了数值分析的正确性.

图 １　 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ ＬＰＦ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ｃｉｒｃｕｉｔ

１　 系统模型与基本特性

基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电

路如图 １ 所示. 电路由两部分组成ꎬ其中 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ
低通滤波电路由一个运算放大器、等值电容 Ｃ１、Ｃ２ꎬ
等值电阻 Ｒ ｉ、Ｒ１、Ｒ２ 和可变电阻 Ｒ ｆ 组成ꎻ混合二极管

电路由二极管之间反向并联ꎬ再与电感 Ｌ、电容 Ｃ 相

互串并联组成ꎬ其中二极管根据电容 Ｃ１ 与电容 Ｃ 上

产生的电压差值进行开关.
有许多种方法可以实现具有不对称系数 ｐ 的电

路ꎬ本文所采用方法是在二极管 Ｄ１ 上并联 ｍ个同向

二极管ꎬ再根据需要在 Ｄ２ 上并联 ｎ 个同向二极管ꎬ
此时不对称系数 ｐ 就可以表示为 ｐ ＝ｍ / ｎꎬ通过调整

ｍ、ｎ的比例即可控制系统的对称性. 当 ｐ＝ １ 时ꎬ两桥

臂上分别并联相同数量的二极管ꎬ即 ｍ＝ｎꎬ此时电路处于对称振荡状态ꎬ系统的分岔路径和共存吸引子均

对称. 当 ｐ≠１ 时ꎬ以 ｍ＝ ４ꎬｎ＝ ２ 为例ꎬ其中一个桥臂并联两个二极管ꎬ另一个桥臂并联 ４ 个二极管ꎬ此时电

路切换为不对称振荡状态ꎬ系统所呈现出的动力学行为将会发生明显的变化ꎬ出现不对称共存分岔、不对

称共存吸引子等更为复杂的动力学现象.
将各电容上的电压分别定义为 Ｖ１、Ｖ２、ＶＣꎬ流过电感的电流定义为 ｉＬꎬ流经混合二极管电路的电流定义

为 ｉｄꎬ根据基尔霍夫定律和肖克利二极管方程ꎬ非线性元件的数学表达式可描述为
Ｉｄ ＝ ＩＤ１－ＩＤ２ ＝ ＩＳ{ｐ[ｅｘｐ(Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]－[ｅｘｐ(－Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]}ꎬ

Ｃ
ｄＶＣ
ｄｔ

＝ ＩＳ{ｐ[ｅｘｐ(Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]－[ｅｘｐ(－Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]}－ｉＬ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

式中ꎬＩＳ 为反向饱和电流ꎬｎ 为发射系数ꎬＶＴ 为正向导通电压ꎬＶｄ 表示二极管两端承受电压(ｎ ＝ １.９ꎬＶＴ ＝
—２—
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２６ ｍＶꎬＩＳ ＝ ２.６８２ ｎＡꎬＶｄ ＝Ｖ１－ＶＣ)ꎬ其余元件参数值见表 １.
表 １　 电路各元件参数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｃｉｒｃｕｉｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

元件 物理意义 参数值 元件 物理意义 参数值

Ｃ１、Ｃ２ 电容 ２５ ｎＦ ｐ 不对称系数 ｔｕｒｎａｂｌｅ
Ｒ１、Ｒ２ 电阻 ５００ Ω Ｃ 电容 １０ ｎＦ
Ｒｆ 电阻 ７.５ ｋΩ Ｌ 电感 ０.５ ｍＨ
Ｒｉ 电阻 ３ ｋΩ

　 　 根据基尔霍夫定律ꎬ振荡电路的状态方程为

Ｃ１

ｄＶ１

ｄｔ
＝
ｋＶ１－Ｖ２

Ｒ２
－ＩＳ{ｐ[ｅｘｐ(Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]－[ｅｘｐ(－Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]}ꎬ

Ｃ２

ｄＶ２

ｄｔ
＝
ｋＶ１－Ｖ２

Ｒ２
＋
(ｋ＋１)Ｖ１－Ｖ２

Ｒ１
ꎬ

Ｃ
ｄＶＣ
ｄｔ

＝ ＩＳ{ｐ[ｅｘｐ(Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]－[ｅｘｐ(－Ｖｄ / ｎＶＴ)－１]}－ｉＬꎬ

Ｌ
ｄｉＬ
ｄｔ

＝ＶＣ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(２)

式中ꎬｋ＝Ｒ ｆ / Ｒ ｉ 为运算放大器的负反馈增益系数. 对电路参数进行无量纲处理ꎬ令

 ＝ ｔ / ＲＣꎬρ＝ｎＶＴꎬα＝
Ｃ
Ｃ１

ꎬβ＝ ρＩＳＲꎬγ＝
Ｒ２Ｃ
Ｌ

ꎬＣ１ ＝Ｃ２ꎬＲ１ ＝Ｒ２ ＝Ｒꎬｘ＝ ρＶ１ꎬｙ＝ ρＶ２ꎬｚ＝ ρＶ３ꎬｗ＝ ρＲｉＬ . (３)

将式(３)中新定义变量代入式(２)ꎬ得到电路的归一化数学模型为

ｘ̇＝α(ｋｘ－ｙ)－αβ{ｐ[ｅｘｐ(ｘ－ｚ)－１]＋[ｅｘｐ( ｚ－ｘ)－１]}ꎬ

ｙ̇＝α(２ｋ＋１)ｘ－２αｙꎬ

ｚ̇＝β{ｐ[ｅｘｐ(ｘ－ｚ)－１]＋[ｅｘｐ( ｚ－ｘ)－１]}－ｗꎬ

ｗ̇＝γｚ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(４)

１.１　 耗散性与吸引子存在性

系统体积收缩率可由其矢量场的散度得到ꎬ

∇Ｖ＝ ∂ｘ̇
∂ｘ

＋∂ｙ̇
∂ｙ

＋∂ｚ̇
∂ｚ

＋∂ｗ̇
∂ｗ

＝ －{α(ｋ－２)＋αβ[ｐｅｘｐ(ｘ－ｚ)＋ｅｘｐ( ｚ－ｘ)]＋β[ｐｅｘｐ(ｘ－ｚ)＋ｅｘｐ( ｚ－ｘ)]} . (５)

式中ꎬＶ表示相体积.
根据表 １ 中给出的电路参数值以及式(３)中对应的无量纲参数ꎬ计算得 α＝ ０.４ꎬｋ＝ ２.５ꎬγ ＝ ５ꎬβ ＝ ６.６２×

１０－５ꎬ系数 ｐ取值 １、２. 将参数值代入式(５)求得∇Ｖ 在所有(ｘꎬｙꎬｚꎬｗ)的情况下均小于零ꎬ由此证明了系

统的耗散性ꎬ且系统收敛于

ｄＶ
ｄｔ

＝ｅｘｐ(－{α(ｋ－２)＋αβ[ｐｅｘｐ(ｘ－ｚ)＋ｅｘｐ( ｚ－ｘ)]＋β[ｐｅｘｐ(ｘ－ｚ)＋ｅｘｐ( ｚ－ｘ)]} ｔ) . (６)

式中ꎬｌｉｍ
ｔ→∞

ΔＶ
Δｔ

＝ ０ꎬ说明系统运动轨迹内的每个体积分量都将以指数速率收缩到零ꎬ因此系统的运动轨迹最

终会收敛到体积为 ０ 的特定子集ꎬ且其渐近的运动轨迹将演化为一个吸引子ꎬ从而证明吸引子的存在.
１.２　 平衡点与稳定性

令式(４)左侧为零ꎬ求解如下非线性方程组即可得到系统的平衡点

０＝α(ｋｘ－ｙ)－αβ{ｐ[ｅｘｐ(ｘ－ｚ)－１]－[ｅｘｐ( ｚ－ｘ)－１]}ꎬ
０＝α(２ｋ＋１)ｘ－２αｙꎬ
０＝β{ｐ[ｅｘｐ(ｘ－ｚ)－１]－[ｅｘｐ( ｚ－ｘ)－１]}－ｗꎬ
０＝γｚ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(７)

则系统的平衡点为

—３—
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Ｐ＝(􀭰ｘꎬ(ｋ＋０.５)􀭰ｘꎬ０ꎬβ{ｐ[ｅｘｐ(􀭰ｘ)－１]－[ｅｘｐ(－􀭰ｘ)－１]}) . (８)
式中ꎬ􀭰ｘ可由如下所示的代数方程求解

０.５􀭰ｘ＋β{ｐ[ｅｘｐ(􀭰ｘ)－１]－[ｅｘｐ(－􀭰ｘ)－１]} ＝ ０. (９)
计算得 􀭰ｘ＝ ０ 为式(９)的唯一解ꎬ因此系统仅有一个平衡点 Ｐ０ ＝(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) . 系统在平衡点处的雅克比

矩阵如下

Ｊ＝

αｋ－αβ(ｐ＋１) －α αβ(ｐ＋１) ０
α(２ｋ＋１) －２α ０ ０
β(ｐ＋１) ０ －β(ｐ＋１) －１

０ ０ γ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

. (１０)

求解雅可比矩阵ꎬ得到平衡点处的特征方程如下

ｄｅｔ(λＩ－Ｊ)＝ λ４＋ａ１λ３＋ａ２λ２＋ａ３λ＋ａ４ . (１１)
ａ１ ＝β＋αβ＋２α－αｋ＋βｐ＋αβｐꎬ

ａ２ ＝ ２αβ＋α２＋２α２β＋γ－αβｋ＋２ｐα２β＋２αβｐ－αβｋｐꎬ

ａ３ ＝α２β＋２αγ＋ｐα２β－αγｋ＋αβγｐ－α２βｋｐꎬ

ａ４ ＝α２γ＋２α２βγ＋２ｐα２βγ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１２)

表 ２　 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据计算表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔａｂｌｅ

特征根 方程系数

λ４ １ ａ２ ａ４
λ３ ａ１ ａ３ /

λ２ ｂ１ ＝－ １
ａ１

１ ａ２
ａ１ ａ３

ｂ２ ＝－ １
ａ１

１ ａ４
ａ１ ０ /

λ１ ｃ１ ＝－ １
ｂ１

ａ１ ａ３
ｂ１ ｂ２

/ /

λ０ １ / /

　 　 根据 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据ꎬ系统稳定的充要条件是劳斯

表的第一列元素都是正数ꎬ同时特征方程中所有系数都不等

于 ０ꎬ且特征方程只要缺项或有负的系数项ꎬ系统便是不稳定

的. 由此编制系统在平衡点处的劳斯计算表如表 ２ 所示.
将参数值代入式(１２)和劳斯计算表中ꎬ求得系统特征根

λ１ꎬ２ ＝０.１１２ ５±０.４３５ ８ ｉ、λ３ꎬ４ ＝０.００１±２.４４９ ５ ｉꎬ即系统平衡点

均为不稳定的焦点ꎬ且特征方程系数 ａ１<０ꎬａ２>０ꎬａ３<０ꎬａ４>０ꎬ
劳斯计算表中第一列元素 ａ１<０ꎬｂ１<０ꎬｃ１>０ꎬ不满足系统稳定

的充要条件ꎬ振荡是由不稳定平衡点激发的ꎬ因此 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ
低通滤波振荡电路可以产生自激吸引子.

２　 动力学分析

本节对基于混合二极管的 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路进行数值仿真分析ꎬ通过改变混合二极管电

路的拓扑结构ꎬ将电路分为对称振荡状态( ｐ ＝ １)和不对称振荡状态( ｐ≠１)ꎬ采用相轨迹图、分岔图、
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱等方法分别研究两种振荡状态下系统呈现出的动力学特性ꎬ从中发现了系统存在的对称

共存分岔、不完全对称共存分岔、多种吸引子共存、反单调性等丰富的动力学现象.
２.１　 负反馈增益对动力学行为的影响

负反馈是振荡电路的重要组成部分ꎬ一定程度的负反馈可以提高电路的性能、改善电路的非线性失

真ꎬ使系统更加稳定. 而随着负反馈的加深ꎬ电路将更容易产生自激振荡ꎬ电路中运算放大器将无法正常

工作ꎬ系统处于不稳定状态. 为得到电路的起振条件ꎬ对式(２)进行改写

ｄＶ１

ｄｔ
ｄＶ２

ｄｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
Ｖ１

Ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
Ｃ１

ｋ
Ｒ２

－ １
Ｃ１

１
Ｒ２

１
Ｃ２

ｋ
Ｒ２

＋(ｋ＋１)
Ｒ１

é

ë
êê

ù

û
úú － １

Ｃ２

１
Ｒ２

＋ １
Ｒ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

Ｖ１

Ｖ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１３)

令 ａ１１＋ａ２２ ＝ ０ꎬＣ１ ＝Ｃ２ ＝ＣꎬＲ１ ＝Ｒ２ ＝Ｒꎬ计算得电路起振的最低负反馈增益系数 ｋ＝ ２ꎬ即为了产生自激振

荡ꎬＳａｌｌｅ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路的负反馈增益系数应满足 ｋ≥２. 将负反馈 ｋ 作为变量ꎬ其余参数值不变ꎬ
绘制出系统分岔图如图 ２ 所示ꎬ可以看出ꎬ当 ｋ≤２ 时ꎬ电路未达到自激振荡条件ꎬ系统方程的解以及

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数均为 ０ꎬ系统运动状态为稳定不动点ꎬ对应系统相图与时序图如图 ３ 所示. 当 ｋ>２ 时ꎬ电路产

生自激振荡ꎬ系统呈现出周期运动ꎬ单、双涡卷混沌以及多个大小不一的周期窗ꎬ如图 ４ 所示.

—４—
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图 ２　 分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

图 ３　 ｋ≤２ 时系统相图与时序图

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｐｈａｓｅ ａｎｄ ｔｉｍｉｎｇ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｔ ｋ≤２

图 ４　 ｋ>２ 时系统相图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｔ ｋ>２

—５—
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２.２　 混合二极管参数控制下的动力学行为

本节主要研究在不同初值条件的影响下ꎬ系统处于对称振荡状态下(ｐ＝１)所呈现出的共存分岔现象. 固
定其余参数值不变将混合二极管电路中的电容 Ｃ作为变量以控制系统参数 α绘制系统的分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数谱如图 ５ 所示ꎬ其中红色、绿色色标分别对应初值(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０.１)和(０ꎬ０ꎬ０ꎬ－０.１) . 可以看出ꎬ随着参数 α 在

区间内递增ꎬ系统产生的动力学行为包括共存的周期、多周期窗口和混沌运动ꎬＬｙａｐｕｎｏｖ 指数的变化验证了

系统随参数变化时呈现的分岔行为ꎬ相应的对称共存吸引子如图 ６ 所示.

图 ５　 共存分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｏｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

图 ６　 ｚ－ｗ 平面内对称共存吸引子

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｚ－ｗ ｐｌａｎｅ
２.３　 不对称动力学现象

当改变混合二极管电路的拓扑结构ꎬ使系统处于不对称振荡状态(ｐ≠１)时呈现出的动力学现象. 以
参数 α为例ꎬ选择不对称系数 ｐ＝ ２ꎬ其余参数值不变ꎬ绘制系统分岔图如图 ７ 所示ꎬ其中红色、绿色色标分

别对应初值(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０.１)和(０ꎬ０ꎬ０ꎬ－０.１) . 为了更加清晰地展示对称性的改变对系统运动轨迹的影响ꎬ选
取区间[０.３３０ꎬ０.３９０]绘制参数 α 的局部共存分岔图如图 ７(ｂ)所示. 从局部分岔图中可以看出ꎬ对称性的

—６—
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改变对系统的影响主要表现为周期和混沌动力学区域的变化ꎬ共存分岔由之前的对称变为不对称ꎬ相应的

４ 种不对称共存吸引子相轨迹图如图 ８ 所示.

图 ７　 ｐ＝２ 时参数 α分岔图

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α ａｔ ｐ＝２

图 ８　 ｚ－ｗ 平面内不对称共存吸引子

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｐｈａｓｅ ｚ－ｗ

２.４　 反单调特性

周期轨道的产生与覆灭(反单调特性)是非线性动力系统理论中最基本的分岔过程之一ꎬ该特性亦被

称为费根鲍姆聚合树. 固定其余参数值不变ꎬ通过改变负反馈增益系数 ｋ 绘制气泡的演化过程如图 ９ 所

示ꎬ对比这组图片可观测到系统发生成对出现的倍周期分岔和反倍周期分岔时形成的反单调现象. 当
ｋ＝ ２.４１ 时ꎬ系统周期轨道最先呈现出周期 ６ 气泡. 当 ｋ ＝ ２.４１９ 时ꎬ系统周期轨道演变为周期 １２ 气泡. 当
ｋ＝ ２.４２３ 时ꎬ系统首次产生了完整的费根鲍姆聚合树ꎬ周期气泡经倍周期分岔开始分裂为混沌气泡ꎬ之后

经反向倍周期分岔重新步入周期ꎬ并且经混沌气泡逐渐地走向融合ꎬ形成一连串大面积的混沌气泡. 最
终ꎬ随着参数 ｋ增加至 ２.４４２ꎬ之前互不接壤的周期－混沌气泡逐渐走向交叉聚合ꎬ系统运动轨道形成了更

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



南京师范大学学报(工程技术版) 第 ２４ 卷第 ２ 期(２０２４ 年)

大范围的周期－混沌气泡串.

图 ９　 气泡的演化过程

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｂｕｂｂｌｅｓ

３　 基于 ＦＰＧＡ 数字电路的实验仿真

本节使用 ＦＰＧＡ 数字电路技术对 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路进行电路实验ꎬ与前文中数值法得出

的结果相互验证. ＦＰＧＡ 是一种可以重复编程的硅芯片ꎬ具有高度集成、丰富的片上资源和理论上无限编

程次数等优点ꎬ系统的初始条件和元件参数通过硬件编程语言进行赋值以实现精确控制ꎬ从而能够准确验

证系统的动力学行为ꎬ非常适用与实现对参数和初值变化极端敏感的非线性振荡电路中. 采用 ４ 阶龙格－
库塔法对式(６)进行离散化处理ꎬ

ｘ１ꎬｉ＋１ ＝ ｘ１ꎬｉ＋Ｔ / ６(ｋ１１＋２ｋ１２＋２ｋ１３＋ｋ１４)ꎬ
ｘ２ꎬｉ＋１ ＝ ｘ２ꎬｉ＋Ｔ / ６(ｋ２１＋２ｋ２２＋２ｋ２３＋ｋ２４)ꎬ
ｘ３ꎬｉ＋１ ＝ ｘ３ꎬｉ＋Ｔ / ６(ｋ３１＋２ｋ３２＋２ｋ３３＋ｋ３４)ꎬ
ｘ４ꎬｉ＋１ ＝ ｘ４ꎬｉ＋Ｔ / ６(ｋ４１＋２ｋ４２＋２ｋ４３＋ｋ４４) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

式中ꎬ迭代步长 Ｔ＝ ０.００１ꎬｋ１１ ~ ｋ１４ꎬｋ２１ ~ ｋ２４ꎬｋ３１ ~ ｋ３４ꎬｋ４１ ~ ｋ４４表示计算的中间变量. 通过调整参数值得到系

统周期 ３ 运动、周期 ６ 运动和单涡卷混沌运动的共存吸引子波形如图 １０ 所示. 数字电路结果与数值仿真

部分完全相同ꎬ验证了电路的正确性.

４　 结论

本文利用一对反并联 ＰＮ 结二极管与电感、电容的串并联组合作为振荡电路中的非线性元件接入

Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波器的输入端ꎬ构建了一种基于混合二极管对的混沌振荡电路ꎬ对其存在的多种动力学

行为进行了研究. 通过假设二极管之间反向饱和电流之间存在一定的比例来模拟二极管元件电学特性的

偏差ꎬ对两种振荡状态下的电路分别进行数值分析ꎬ通过不同参数对应的相轨迹图、分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数谱ꎬ发现了振荡电路中独特的吸引子类型和分岔运动. 研究结果表明ꎬ在对称参数的情况下ꎬ电路存在

经倍周期分岔到混沌态、反单调特性和多个吸引子共存等现象ꎬ同时ꎬ在不对称参数的情况下ꎬ电路呈现出

不对称共存分岔分支和多种非对称共存吸引子等更复杂的非线性动力学行为. 最后ꎬ使用 ＦＰＧＡ 数字电路

技术对混沌振荡电路进行了电路实验ꎬ从示波器中观察到与数值分析相对应多种共存吸引子ꎬ既验证了数
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图 １０　 对称共存吸引子波形

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

值分析的正确性ꎬ也验证了电路的物理可实现性ꎬ有利于 Ｓａｌｌｅｎ￣Ｋｅｙ 低通滤波振荡电路向实际工程方向

发展.
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